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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЗВУКОВОГО ПОЛЯ  
В БЕЗГРАНИЧНОЙ СЛОИСТО-НЕОДНОРОДНОЙ  ВОДНОЙ СРЕДЕ  

С ПОМОЩЬЮ МЕТОДА ВОЗМУЩЕНИЙ 
 

Рассмотрена задача моделирования процесса распространения волны звукового давления, соз-
даваемой точечным источником в неограниченной неоднородной жидкой среде, скорость звука 
в которой непрерывно изменяется по координате и имеет минимум. Приведены результаты ана-
литического решения, полученные с помощью метода возмущений. 
 
В практических приложениях часто возникают задачи, требующие расчета акусти-

ческих полей, создаваемых источниками звука в неоднородной жидкой среде. Многие  
вопросы, касающиеся поля, возбуждаемого точечным источником звука в слоистой среде, 
исследованы достаточно подробно [1]. Задача отражения плоских монохроматических 
звуковых волн от непрерывно-слоистых сред рассмотрена в обширной литературе, в том 
числе в монографиях [1, 2]. Обзор методов математического моделирования звуковых по-
лей в слоистом океане дан в работах [3, 4]. Автором статей [5, 6] разработана  модель для 
описания акустических полей в горизонтально-неоднородной океанской среде, в том чис-
ле с существенными неоднородностями. Метод решения волнового уравнения для случая 
двухслойной среды с непрерывно изменяющейся по координате скоростью звука при пе-
реходе из слоя в слой представлен в [7, 8]. 

Как правило, в литературе рассматриваются гармонические волновые поля [2–6, 9]. 
В рамках гармонических процессов удается исследовать многие закономерности распро-
странения звука в океане. Однако при таком ограничении не учитывается ряд особенно-
стей акустических полей, которые могут иметь большое практическое значение.  

В настоящей работе рассмотрена математическая модель процесса распространения 
волны звукового давления, создаваемого точечным источником в неоднородной неогра-
ниченной жидкой среде. На основе методических положений [7] получено аналитическое 
решение волнового уравнения для случая, когда скорость звука в среде имеет минимум, 
что достаточно часто  встречается в реальных условиях. 

Поставленная задача решалась при помощи метода возмущений, который многими 
авторами используется при моделировании звуковых полей в подводной акустике [10–13]. 

Рассматривался точечный источник, имеющий координаты 0r = , 0z z= . Плотность 

среды предполагалась постоянной. Поле давления, создаваемое источником, определялось 
следующей задачей Коши: 
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где ( , , )p p r z t=  – звуковое давление; ( )c z  – скорость звука в среде; ∆  – оператор Лап-

ласа; t  – время; функция ( )f t  выражает интенсивность источника, причем ( ) 0f t =  при 

0t ≤ . 
Распределение скорости звука в среде задавалось формулой: 
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Тогда  
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Легко убедиться, что функция  2( ) (1 )bz bzg z e e− − −= ⋅ +  четная, т.е. ( ) ( )g z g z− = . 

При больших значениях | |z  скорость звука стремится к постоянным значениям: 
2 2

0( )c z c→  при z → ±∞ . При 0z =  функция 2( )c z  имеет минимум. Таким образом, 

неоднородность среды сосредоточена в неко-
тором слое в окрестности 0z = . С точностью 
до членов второго порядка малости 2(ε )O  

скорость звука 0( ) (1 ε ( ) / 2)c z c g z= − . Пара-

метр ε  определяет значение минимума этой 
функции: min 0(1 ε /8)c c= − ; коэффициент b 

характеризует масштаб неоднородности и 
градиент скорости звука выше и ниже плос-
кости 0z = . Зависимость скорости звука c  
(в м/с) от безразмерной координаты bz для 

0c =1500 м/с и ε 0,01=  приведена на рис. 1. 

Решение задачи (1), (2) ищем в виде: 

0 1( , , ) ( , , ) ε ( , , )p r z t p r z t p r z t= + ,      (4) 

где 
0( , , )p r z t  – звуковое давление в отсутствии неоднородностей. 

Подставив выражения (3) и (4) в волновое уравнение (1), получим: 
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Приравнивая члены при одинаковых степенях ε  и пренебрегая 2(ε )O , имеем: 
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Начальные условия принимают вид при 0t =  0 0p = ; 0 0
p

t

∂ =
∂

; 1 0p = ; 1 0
p

t

∂ =
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. 

Считаем, что при z → ±∞  или r → ∞  выполнимо: 

0 0p →  и 1 0p → .                                                       (7) 

Применим интегральные преобразования Лапласа и Ганкеля: 

 
Рис.1. График скорости звука 
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где ( , , )iV s z q  – образ функции ( , , )ip r z t ; q  – переменная преобразования Лапласа; s – 

переменная преобразования Ганкеля; 0J  – функция Бесселя нулевого порядка. 

Тогда с учетом (5), (6) для 0 0( , , )V V s z q=  и 1 1( , , )V V s z q=  можно получить следую-

щие уравнения: 
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где ( )F q  – образ функции ( )f t ; дифференцирование ведется по переменной z. 

Учитывая условия (7), получаем: 
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Тогда решение 0( , , )V s z q , затухающее на бесконечности, имеет вид: 
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Решение 1 1( , , )V V s z q=  можно представить в виде: 

1 11 12V V V= + , 

где 11 11( , , )V V s z q=  и 12 12( , , )V V s z q=  определяются из уравнений: 
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(дифференцирование также ведется по переменной z), причем 
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Применяя обратные преобразования Лапласа и Ганкеля к функции 0( , , )V s z q ,  

можно получить выражение для звукового давления в однородном пространстве: 
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Обозначим через 11 11( , , )p p r z t=  и 12 12( , , )p p r z t=  оригиналы от 11( , , )V s z q  и 

12( , , )V s z q  соответственно. 
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Используя результат (8) и замечая, что 11 0 0( , , ) ( , , ) ( )V s z q V s z q g z= , получаем 
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Аналогично [7] можно найти 
2 2

0
12 3 2 2

0 00 0

(| | | |)1 ( τ)
σ(τ ) ( ) τ

4 ( τ)

t r x z x zf t
p g x dxd

c cc r

+∞

−∞

+ − + −′′ −= − −
−∫ ∫ , 

где 1, 0
σ( )

0, 0

t
t

t

>
=  ≤

. 

Обозначим 
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Пусть 0z z> . Разбивая промежуток интегрирования на интервалы 0( , )z−∞ , 0( , )z z  

и ( , )z +∞ , раскрывая модули и рассматривая соответствующий интеграл на каждом  

интервале, находим: 
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При 0z z<  можно получить тот же результат. Тогда 
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Требование 2 2 2
0 0( τ) ( )c r z z> + −  означает, что возмущение в точке с координата-

ми ( , )r z  существует начиная с момента времени τ , необходимого для того, чтобы волна 

давления дошла от источника до рассматриваемой точки. 
Таким образом, в рамках первого приближения теории возмущений получено анали-

тическое выражение для звукового давления, создаваемого точечным источником в неог-
раниченной среде с непрерывно изменяющейся по одной из координат и имеющей мини-
мум скоростью звука. Данные результаты могут применяться при моделировании акусти-
ческих полей в неоднородных жидких средах. 

 
Summary 

A mathematical model of sound wave propagation from a point source in the unbounded inhomogene-
ous fluid with a coordinate – depended and having a minimum sound speed is considered. Results of 
analytical treatment using perturbation method are given. 
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