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ПРОСТРАНСТВЕННАЯ ЗАДАЧА  
О ВОЛНОВЫХ ДВИЖЕНИЯХ ЖИДКОСТИ ВОКРУГ КОНУСА 

 
Рассмотрено установившееся движение идеальной несжимаемой жидкости в области, ограни-
ченной свободной поверхностью и бесконечным конусом с вершиной на свободной поверхно-
сти. Волновое движение вызывается перемещением поверхности конуса. Задача ставится для 
потенциала скорости в рамках линейной дисперсионной теории. С помощью интегральных пре-
образований решение сводится к функциональному уравнению, которое разрешимо в частных 
случаях. В предположении малости угла между свободной поверхностью жидкости и поверхно-
стью конуса построено аналитическое решение, которое содержит зависимость возвышения 
свободной поверхности от угла наклона поверхности конуса. 
 
Ключевые слова: линейная дисперсионная теория, волны, идеальная жидкость, конус. 
 
 
В классической гидромеханике задачи о поверхностных волнах на поверхности  

идеальной несжимаемой жидкости до сих пор привлекают внимание исследователей воз-
можностью построения точных решений, среди них выделяется класс, в которых геомет-
рия задачи задается областью переменной глубины. Причина тому – возможные приложе-
ния в задачах морской гидротехники и безопасности мореплавания. Вместе с тем эти за-
дачи являются достаточно трудными в отношении явного построения решения. 

В приближении волн конечной амплитуды двухмерные задачи над наклонным 
дном достаточно хорошо изучены в работах Л.Н.Сретенского, Д.Стокера, Б.Н.Румянцева 
и др. Пространственная задача над наклонным дном изучалась в работах А.А.Дорфмана, 
А.Н.Бестужевой, в которых область переменной глубины заключена между свободной 
поверхностью и плоским наклонным дном. Дифракция установившихся и неустановив-
шихся гравитационных волн в несжимаемой жидкости в рамках линейно дисперсионной 
теории достаточно изучена в области бесконечной глубины и в плоском случае. В каче-
стве огибаемого препятствия, как правило, служили вертикальная полуплоскость, по-
груженная в жидкость бесконечной или конечной глубины, вертикальные круговые и 
эллиптические цилиндры и вертикальные клинья, а источником образования волн – 
мгновенно приложенный в некоторой малой области заданной точки свободной поверх-
ности начальный импульс. 

В природе часто встречаются объекты (подводные горы, вулканы, мели и др.), над-
водная часть которых пренебрежимо мала по сравнению с подводной, поэтому объект 
геометрически можно представить в виде бесконечного конуса, погруженного в беско-
нечно глубокую жидкость, с вершиной, находящейся на свободной поверхности жидкос-
ти. В качестве генератора волнового движения нередко выступают подводные землетря-
сения, подводные извержения вулканов, отклики от других землетрясений, взрывов и 
т.п. Такое возмущение можно моделировать колебаниями поверхности конуса. 

В рамках линейной дисперсионной теории предполагается, что жидкость является 
идеальной и несжимаемой, а ее движение безвихревым. Поле скоростей предполагается 
потенциальным, поэтому движение жидкости определяется уравнением Лапласа для 
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функции, описывающей потенциал скорости. На свободной поверхности выполняется 
динамическое условие, а на поверхности конуса – кинематическое. 

Геометрия задачи следующая. 
Пусть бесконечный круговой конус с уг-
лом раствора β  погружен в жидкость та-
ким образом, что его вершина находится 
на свободной поверхности. Поместим ось 
x  на линии свободной поверхности, ось 
y  направим ей перпендикулярно в гори-
зонтальной плоскости, тогда ось z  будет 
направлена вниз так, чтобы область Ω , 
занятая жидкостью, определялась нера-
венствами 2 2 2 20 z , x y z tg< < ∞ + ≥ β  
(рис. 1). Поверхность конуса предполага-

ется непроницаемой. Угол раствора конуса считается произвольным. 
Рассматриваются периодические по времени с частотой σ  колебания поверхности 

жидкости. Потенциал скоростей соответствующего движения имеет вид 

( ) ( )x, y, z exp i tϕ σ . В рамках линейной дисперсионной модели [1, 2] краевая задача сво-

дится к уравнению Лапласа для потенциала скорости ϕ  с краевыми условиями смешан-
ного (третьего) типа: 

( ) ( )

2

z

n

0, x, y,z ,

0, z 0,
g

f x, y, z , x, y,z Г

∆ϕ = ∈Ω
σϕ + ϕ = =

ϕ = ∈

                                                    (1) 

где g  – ускорение свободного падения, f  – функция, характеризующая скорость пере-
мещение поверхности конуса, Г  – граница области, представляющая собой поверхность 
конуса. Для замыкания задачи вводим условия в нуле и на бесконечности: при 

2 2 2x y z 0+ + →  функция ϕ  должна быть ограничена, при 2 2x y 0+ →  0ϕ → . Целью 

решения задачи является установление уравнения открытой поверхности жидкости 

( )( ) ( )
t z 0 z 0

1
exp i t iexp i t

g g= =

ση = − ϕ σ = − σ ϕ . 

Нелинейный характер граничного условия на свободной поверхности делает эту за-
дачу аналитически сложной, так как разделение переменных в этом случае не имеет места. 
Задачу предлагается решать применением интегральных преобразований. После перехода 
к сферической системе координат r, ,ψ θ  выражение (1) примет следующий вид: 

( )

2
r r 2

2

1 1
(r ) (sin ) 0,

sin sin

r 0, ,
g 2

rf r, , ,

, r .

ψψ θ θ

θ

θ

ϕ + ϕ + θ⋅ϕ =
θ θ
σ πϕ − ϕ = θ =

ϕ = ψ θ = β
ϕ < ∞ → ∞

                                           (2) 

 

 
 

Рис. 1. Схематическое изображение  
области Ω , занятой жидкостью. 
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Решение (2) ищем в виде ряда Фурье m
m 0

cos m
∞

=
ϕ = ϕ ψ∑ , при этом m

m 0

f f cos m
∞

=
= ψ∑ , 

тогда для гармоники потенциала скорости mϕ  приходим к следующей задаче: 

2
2

m r r m m2

1 m
(r ( ) ) (sin ( ) ) 0,

sin sinθ θϕ + θ ϕ − ϕ =
θ θ

                                      (3) 

2

m m( ) r 0, ,
g 2θ
σ πϕ − ϕ = θ =                                                    (4) 

m m( ) rf , .θϕ = θ = β                                                           (5) 

Применим к задаче (3)-(5) интегральное преобразование Меллина m m

0

r dr
∞

νϕ = ϕ∫ ,  

тогда уравнение Лапласа (3) приводится к дифференциальному уравнению Лежандра [3]: 
2

2 m
m2

dd m
(1 s ) ( 1) 0

ds ds 1 s

 ϕ − + ν ν + − ϕ =   −   
.                                       (6) 

Здесь s cos= θ  – новая переменная. Решением уравнения (6) является линейная 
комбинация присоединенных функций Лежандра первого рода степени ν  порядка m : 

( )m m
m M( )P (s) N P ( s)ν νϕ = ν + ν − .                                               (7) 

Граничные условия (4) и (5) примут следующий вид: 

( ) ( )

( ) ( )

2

m m

m m

1 0, s 0
g

f 1 , s cos

θ

θ

σϕ − ϕ ν + = =

ϕ = ν + = β = δ
, 

где ( ) 1
m m

0

1 r dr
∞

ν+ϕ ν + = ϕ∫ , ( ) 1
m m

0

f 1 f r dr
∞

ν+ν + = ∫ . Наличие переменной r  в граничном ус-

ловии на свободной поверхности приводит в итоге это уравнение к функциональному 
уравнению. 

Из граничных условий, подставляя (7), получим уравнения для нахождения неиз-
вестных функций M( )ν  и N( )ν : 

( ) ( )( )

( ) ( )

2

m
m

m m2

1
N M( ) N 1 M( 1)

g 1 m

f 1(P ( )) 1
N M( )

(P ( )) (P ( ))1
ν

ν ν

 σν − ν = − ν + + ν + + ν −
 ν +′δ ν = ν +
 ′ ′−δ −δ− δ

. 

Выписывая аналогичное выражение для функции N( 1)ν + , приходим к функцио-

нальному уравнению для неизвестной функции ( )
( )( )m

M( )

Pν

νΨ ν =
′−δ

: 

( ) ( )( 1) ( ) B CΨ ν + + Ψ ν ⋅ ν = ν ,                                               (8) 

в котором коэффициенты функционального уравнения ( )B ν  и ( )C ν  зависят от функций 
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Лежандра и их производных, вычисленных на поверхности конуса, и трансформанты 

функции, задающей перемещение поверхности конуса: 

( ) ( )
m m

2 m m
1 1

(P ( )) (P ( ))g
B 1 m

(P ( )) (P ( ))
ν ν

ν+ ν+

′ ′δ − −δν = + ν −
′ ′σ δ + −δ

, 

( )

( ) ( )

m m2
1 1

m m
2 m m

1

1 m 1
C

(P ( )) (P ( ))1

f 1 f 2g 1
.

(P ( )) 1 m (P ( ))

ν+ ν+

ν ν+

+ ν −ν = − ⋅
′ ′δ + −δ− δ

 ν + ν +
⋅ + ′ ′σ −δ + ν − −δ 

 

В итоге решение уравнения (6) примет следующий вид: 

( ) ( ) m
mm m m m

m m2

f 1 P ( s)
(P ( )) P (s) (P ( )) P ( s)

(P ( ))1
ν

ν ν ν ν
ν

ν + −′ ′ ϕ = Ψ ν −δ + δ − +  ′+ −δ− δ
, 

и для амплитуды η  возвышения свободной поверхности ( )exp i tη = η σ  получим сле-

дующее выражение (цель решения исходной задачи (1)): 

m1z 0 z 0
m 0 L

1 1
i cos m d
g 2 g r

∞

ν+= ==

σ ση = − ϕ = − ψ ϕ ν
π ∑ ∫ , 

где путь интегрирования – это прямая 
1 1

L : i , i
2 2

− − ∞ − + ∞ , а для трансформанты гармоник 

потенциала скорости на свободной поверхности справедливо следующее выражение: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( )

( )m
mm m m

m 2z 0 m

P 0 f 1
P 0 P P

1P

ν
ν ν ν=

ν

ν + ′ ′ϕ = Ψ ν δ + −δ +  ′  − δ−δ
. 

Функциональное уравнение (8) разрешимо в предельных случаях при 0β →  и 

2

πβ → . Рассмотрим случай, когда угол между свободной поверхностью жидкости и по-

верхностью конуса очень мал (
2

πβ → ). Тогда из функционального уравнения (8) можно 

найти 
( )( ) ( )( ) ( )( )

m m
2

m m m
1

f ( ) f ( 1)m g 1
( )

m2 P 0 P 0 P 0ν ν− ν

 
ν ν +ν −  Ψ ν = − + σ ν −′ ′ ′ 

 

 и таким образом построить 

аналитическое решение исходной задачи: m m2
2

g
f ( )πθ=

ϕ = ν
σ

, 

( )m1
m 0 L

1 1
cos m f d

2 r

∞

ν+
=

η = − ψ ν ν
πσ∑ ∫ . 

Пусть скорость перемещения поверхности описывается функцией 

( ) ( )f x, y, z exp ibx=  (ось колебаний поверхности конуса совпадает с осью x ), тогда по-

лучим ( ) m
m 1

1 m
Г

C 2 2
f

1 mb
Г

2

ν

ν+

+ + ν 
 
 ν =

+ − ν 
 
 

, где m
m

1 m 0
C i

2 m 1

,
( )

,

====
= −= −= −= −  ≥≥≥≥

. Для амплитуды возвышения 
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свободной поверхности получим очевидный тривиальный результат (вследствие вырож-
денности задачи): 

( ) ( )m m
m 0

C J br cos m exp ibr cos ,
∞

=
η = ψ = ψ∑  

где ( )mJ x  – функция Бесселя первого рода. 

На рис. 2 показаны колебания поверхности конуса в случае, когда скорость колеба-
ний описывается функцией ( ) ( )f x, y, z cos bx=  (а)), и отклик на них на свободной по-

верхности жидкости (б)). Это стоячие волны. 

 

 
Рис. 2. Картина волнового движения для частного случая перемещения поверхности конуса. 

 
В предельных случаях, когда функциональное уравнение разрешимо, в решении 

исчезает зависимость от угла. В общем случае функциональное уравнение (8) для произ-
вольного угла раствора конуса пока не решено. 

Чтобы получить зависимость возвышения свободной поверхности жидкости от уг-
ла раствора конуса, проведем линеаризацию уравнения Лапласа по глубине, считая из-
начально, что угол наклона поверхности конуса к свободной поверхности мал, т.е. угол 
раствора конуса принимается близким к развернутому углу. Будем искать периодичес-
кие по времени с частотой σ  колебания поверхности жидкости, в этом случае постанов-
ка задачи будет выглядеть следующим образом: 

( ) ( )

2

z

n

0, x, y,z ,

0, z 0,
g

f x, y, z , x, y,z Г

∆ϕ = ∈Ω
σϕ + ϕ = =

ϕ = ∈

 

Проведем осреднение по глубине. В предположении, что угол между свободной 
поверхностью жидкости и поверхностью конуса мал, проинтегрируем уравнение Лапла-

а) 

б) 
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са по переменной z  от нуля до ( )H x, y : 
( )H x,y

0

dz 0∆ϕ =∫ . Принимая ( )H x, y r= α , где  

α  – угол между свободной поверхностью и поверхностью конуса, в цилиндрических 
координатах проинтегрированное уравнение будет выглядеть следующим образом: 

( ) ( ) ( )r r z r z2r 0 r 0

1 1
r r

r r θθ α

 α ϕ + ϕ = αϕ − ϕ − αϕ − ϕ 
 

. 

Из первого граничного условия имеем 
2

z 0 0g

σϕ = − ϕ , из второго граничного усло-

вия – ( )r z nr r r
f

α α α
αϕ − ϕ = ϕ = . Подставляя в исходное уравнение, получим 

( )
2

r rr 0 r
r f

r gθθ α

 α σα ϕ + ϕ + αϕ + ϕ = 
 

. 

Уравнение умножим на i
g

σ−  и для новой переменной – амплитуды возвышения 

свободной поверхности 
z 0

i
g =

ση = − ϕ  – получим уравнение: 

( )
2 2

r rr r
r i f

r g gθθ α

α σ σα η + η + αη + η = − . 

Функцию η  раскладываем в ряд Фурье, вводим новую переменную m myη =  и для 

новой переменной – компоненты Фурье амплитуды возвышения свободной поверхности 
– получим неоднородное уравнение из класса дифференциальных уравнений Ломмеля 
[4]: 

2 2

m m m m2

2 m
y y y i f

r rg r rg

 σ σ′′ ′+ + − = − α α 
                                            (9) 

Общее решение уравнения (9) строится из общего решения соответствующего од-
нородного уравнения, которое выражается через функции Бесселя, и частного решения, 
которое строится методом произвольных постоянных: 

( ) ( )o ч

m m my y y= + , 

Для m 0= : ( )o 0 0
0 1 1

A Br r
y J 2 Y 2

g gr r

   
= σ + σ      α α   

, 

( )
r r

ч

0 1 1 m 1 1 mr r
0 0

r r r r
y J 2 rY 2 f dr Y 2 rJ 2 f dr

g g g gr α α

        π  = − σ σ + σ σ               α α α αα          
∫ ∫ . 

Для m 1 2= …, ,  ( )o m m
m

A Br r
y J 2 J 2

g gr r
ν −ν

   
= σ + σ      α α   

, 
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( )
r

ч

m m r
0

r

m r
0

r r
y J 2 rJ 2 f dr

g gr sin

r r
J 2 rJ 2 f dr

g g

ν −ν α

−ν ν α

    π = − σ σ +       α αα πν     

    + σ σ       α α     

∫

∫

, 

где 21 4mν = + . 

Выражение ( )o
my  описывает свободные волны. Так как целью исследования явля-

ется определение вынужденных волн, вызываемых колебаниями поверхности конуса, то 
к граничным и начальным условиям требуется присоединить так называемое условие 
излучения, состоящее в том, чтобы возмущенные волны расходились от препятствия. 
Очевидно, вынужденные волны должны распространяться в наружную сторону. Мате-
матическим выражением этого условие излучения или «условия уходящей фазы» явля-
ются предельные равенства [5, 6]: 

( ) ( ) ( )
2

0 0 0
m r m mr r

lim r y i y 0, lim y 0
g→∞ →∞

 σ− = = 
 

. 

В силу этих условий m mA B 0 m 0 1 2= = = …, , , , . 

В итоге выпишем аналитическое решение задачи для амплитуды возвышения сво-

бодной поверхности, опустив аргумент 
r

2
g

σ
α

 у функций Бесселя: 

r r

1 1 0 1 1 0r r
0 0

r r

m mr r
m 1 0 0

i J rY f dr Y rJ f dr
g r

cos m
J rJ f dr J rJ f dr .

sin

α α

∞

ν −ν −ν να α=

σ πη = − −α 

 θ − −  πν  

∫ ∫

∑ ∫ ∫

                                  (10) 

Для функции перемещения поверхности конуса в виде ( )f exp ibx=  выражение (10) 

выглядит следующим образом: 

( ) ( )

( ) ( )

r r

1 1 0 1 1 0

0 0

r r
m

m m
m 1 0 0

i J rY J br dr Y rJ J br dr
g r

cos m
2 i J rJ J br dr J rJ J br dr .

sin

∞

ν −ν −ν ν
=

σ πη = − −α 

 θ − −  πν  

∫ ∫

∑ ∫ ∫

                          (11) 

Полученное в аналитическом виде решение задачи содержит зависимость от угла 
наклона поверхности конуса к свободной поверхности нелинейным образом, входя в ар-
гументы функций Бесселя 1 1J ,Y ,J , Jν −ν . 

Асимптотическое поведение нулевой гармоники при r 0→  определяется выраже-

нием ( )7
2

r
o r

2
+

π
. 

Чтобы проиллюстрировать полученные результаты, ограничимся рассмотрением 
нулевой гармоники амплитуды возвышения свободной поверхности в выражении (11). 

На рис. 3 представлена картина зависимости амплитуды возвышения свободной по-
верхности от угла наклона между поверхностью конуса и свободной поверхностью. Углы 
были выбраны 0 0 03 6 18α = , , . Графики представлены на «срезе», проекции вдоль оси x . 
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Рис. 3. Зависимость амплитуды возвышения свободной поверхности  
от угла между поверхностью конуса и свободной поверхностью. 

 
Амплитуда уменьшается с возрастанием угла, так как отклик жидкости слабеет  

с увеличением расстояния между свободной поверхностью и поверхностью конуса. Вид-
но, что с увеличением угла отклик свободной поверхности на возмущение дна уменьша-
ется. Узлы стоячих волн не меняются, хотя угол входит в аргументы функций Бесселя, 
но их комбинация дает одинаковые корни. Кривая, описывающая возвышение свобод-
ной поверхности, не имеет четко выраженной периодичности, на что влияет, в первую 
очередь, наличие наклонного дна. Зависимость отлична от строго обратной линейной. 

Чем меньше расстояние от поверхности конуса до свободной поверхности, тем 
больше отклик. С увеличением расстояния от вершины конуса происходит уменьшение 
влияния возмущения поверхности конуса на волновое движение жидкости на свободной 
поверхности. Структура (наличие наклона) поверхности конуса искажает картину вол-
нового движения. При численном моделировании особая точка (вершина конуса) и ее 
малая окрестность исключались из расчетов. 
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