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МОДЕЛИРОВАНИЕ КРУПНЫХ ВИХРЕЙ  
В ЗАДАЧАХ ГИДРОФИЗИКИ И ГИДРОАКУСТИКИ 

 
Рассмотрены возможности использования метода моделирования крупных вих-

рей (Large Eddy Simulation, LES) для решения задач гидрофизики и гидроакустики. 
Приводятся решения ряда модельных задач (течение в слое смешения, течение в дозву-
ковой неизотермической турбулентной струе, истекающей из круглого сопла в затоп-
ленное пространство, аэрооптические эффекты в турбулентных потоках). Результаты 
расчетов сравниваются с данными, полученными на основе решения осреденных по 
Рейнольдсу уравнений Навье-Стокса и уравнений ε−k  модели турбулентности, а так-
же с имеющимися данными физического эксперимента. Делаются выводы о перспекти-
вах использования данного подхода в задачах гидрофизики и гидроакустики. 
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смешения. 
 
 
Интерес к исследованию турбулентности в океане вызывается тем, что в местах ее 

существования происходит интенсивная передача количества движения и тепла, распро-
странение пассивных примесей, перенос взвешенных частиц, рассеяние звуковой и оп-
тической энергии. Процессы, связанные с турбулентностью, оказывают существенное 
влияние на формирование и пространственную структуру физических, химических и 
биологических полей океана и на их изменение в пространстве и времени. Прикладное 
значение имеет также изучение поведения крупномасштабных турбулентных вихрей, их 
эволюции в квазидвухмерные вихревые структуры (pancake eddies) и взаимодействие 
индивидуальных вихрей со стратификацией среды, приводящей к генерации случайных 
внутренних волн. 

В океане, помимо регулярных возмущений, наблюдаются случайные флуктуации 
различных параметров в пространстве и времени, обусловленные существованием в 
толще океана турбулентности, внутренних волн, флуктуаций температуры, солености и 
плотности, приводящие к локальным изменениям параметров среды. 

В акустике океана рассматривается влияние изменчивости динамического состоя-
ния океана на распространение звуковых волн и использование акустических волн для 
исследования структуры океана. Звуковая волна взаимодействует со всеми полями, су-
ществующими в среде. В результате такого взаимодействия высокочастотная звуковая 
волна оказывается промодулированной и становится источником информации о дина-
мическом состоянии среды. По характерным изменениям акустического поля, вызван-
ным локальными динамическими процессами в океане, судят о некоторых характери-
стиках этих процессов и гидрофизических полей в океане. 

Несмотря на достаточно большой объем исследований проблема прогнозирования 
газодинамических и акустических полей в турбулентных потоках далека от своего ре-
шения и требует дальнейшего исследования. Известные подходы к численному модели-
рованию (полуэмпирические модели турбулентности, основанные на концепции вихре-
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вой вязкости или привлечении уравнений переноса рейнольдсовых напряжений, прямое 
численное моделирование) не позволяют детализировать вихревую структуру потока 
либо в связи с ограниченностью используемых подходов (решение осредненных уравне-
ний Навье-Стокса), либо в связи с ограниченными возможностями вычислительной тех-
ники (прямое численное моделирование). Несомненный интерес представляет приложе-
ние к гидрофизическим задачам метода моделирования крупных вихрей, который полу-
чил в последнее время широкое применение в газодинамических задачах. 

Пространственно-временные масштабы 

В океане различают неоднородности горизонтального и вертикального развития, 
которые порождаются иерархией разномасштабных по пространству и времени процес-
сов (мелкомасштабный, тонкоструктурный, мезомасштабный, крупномасштабный). 
Пространственный спектр масштабов рассматриваемых явлений, приводящих к измен-
чивости океанологических полей, изменяется от молекулярных масштабов до размера 
океана [1, 2]. При этом пространственный и временной спектры масштабов не являются 
непрерывными, а образуют многомодальный спектр, масштабы в котором имеют раз-
личные физические причины порождения. 

Мелкомасштабный интервал включает структурные неоднородности с размерами 
от долей миллиметра до 1–2 м и связывается с мелкомасштабной турбулентностью, мо-
лекулярными процессами и короткопериодной частью спектра внутренних волн. Вре-
менные масштабы микроструктуры ограничиваются высокочастотной компонентой 
спектра флуктуаций гидрофизических полей (доли секунды) и локальной частотой Вяй-
сяля-Брента ( ) ( )2

0ρ ρN g / / z= ∂ ∂ , где g  – ускорение свободного падения, ρ  и 0ρ  – 

средняя и текущая плотности морской воды. 
Тонкоструктурный интервал включает неоднородности с вертикальными разме-

рами от масштабов локально-изотропных турбулентных пульсаций скорости жидкости в 
устойчиво стратифицированной среде 2/32/1 /ε~ NL , где ε  – скорость диссипации кине-
тической энергии турбулентности, минимальные оценки которого составляют от 10 см 
до нескольких десятков метров. Горизонтальная протяженность таких неоднородностей 
на два–три порядка больше их вертикального размера. Данный интервал связывается с 
дифференциально-диффузионной конвекцией, короткопериодными внутренними волна-
ми, турбулентным перемешиванием и другими процессами. Время существования тон-
коструктурных слоев в области длиннопериодной части спектра изменяется от несколь-
ких часов до нескольких суток. За минимальный срок существования обычно принима-
ется локальный период Вяйсяля-Брента. 

Мезомасштабный интервал включает вертикальные масштабы с размерами от нес-
кольких до сотен метров, а их горизонтальные размеры изменяются от 102 до 104 м.  
Пространственные масштабы тонкоструктурных и мезомасштабных неоднородностей 
физических полей частично перекрываются [1, 2]. Максимальные времена жизни мезо-
структур составляют месяцы и годы. Минимальный срок существования мезоструктур 
условно ограничивается одним часом. 

Крупномасштабный интервал включает крупномасштабные квазистационарные 
течения и противотечения, меандры и ринги, образованные такими течениями, синопти-
ческие вихри, которые вносят основной энергетический вклад в изменчивость морской 
среды (их аналогом в атмосфере являются циклоны и антициклоны), волны Россби и 
другие. Основными структурообразующими факторами являются вращение Земли и ее 
сферичность. Пространственные масштабы составляют по вертикали от 100 м до всей 
толщи океана, а по горизонтали – от 100 км до размеров океана. Такие структуры явля-
ются устойчивыми, а время их существования составляет от нескольких лет и более. 
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Широкий спектр пространственных и временных масштабов вихревых структур в 
океане, а также сложности расчета акустических характеристик, затрудняют выбор нуж-
ного подхода к моделированию турбулентности, а также его численную реализацию [3]. 
Требуется оптимизация используемых вычислительных технологий, которая исключала 
бы или сводила к минимуму неоправданные затраты вычислительных ресурсов. 

Методы моделирования турбулентных течений 

Среди методов моделирования турбулентных потоков выделяют прямое численное 
моделирование (Direct Numerical Simulation, DNS), решение осредненных по Рейнольдсу 
уравнений Навье-Стокса (Reynolds-Averaged Navier-Stokes, RANS), моделирование 
крупных вихрей (Large Eddy Simulation, LES); имеются также комбинированные (гиб-
ридные) подходы, сочетающие в себе те или иные черты DNS, RANS и LES, в частности, 
моделирование отсоединенных вихрей (Detached Eddy Simulation, DES) и гибридный 
LES/RANS подход (Hybrid LES/RANS), а также ряд других, не имеющих должного фи-
зического обоснования и потому не получивших широкого распространения. 

Области приложения перечисленных подходов вполне определились, а полученные 
результаты позволяют дать оценку границ применимости, возможностей и перспектив-
ности каждого из них. 

Прямое численное моделирование предполагает решение полных (нестационарных 
и трехмерных) уравнений Навье-Стокса (без какого-либо предварительного осреднения). 
При таком подходе разрешаются все масштабы турбулентного движения, что позволяет 
рассчитать амплитудно-частотные и средние характеристики потока при помощи осред-
нения по достаточно длинному (статистически представительному) интервалу времени. 
Для использования DNS требуются мощные вычислительные ресурсы, а возможности 
его применения на практике ограничиваются расчетами течений с довольно простой 
геометрией и сравнительно малыми числами Рейнольдса (порядка 43 1010 ÷ ). 

Решение осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье-Стокса требует намного мень-
ших вычислительных ресурсов, поскольку в рамках этого подхода вклад в среднее движе-
ние всех масштабов турбулентности моделируется. Используемые для замыкания уравне-
ний Рейнольдса модели турбулентности не обладают приемлемой универсальностью, а по-
тому не могут применяться для решения широкого круга прикладных задач. В частности, 
это относится к течениям, для которых характерно наличие относительно устойчивых трех-
мерных и нестационарных структур с размерами порядка макромасштаба потока. 

Метод моделирования крупных вихрей является компромиссным вариантом между 
DNS и решением RANS. Данный подход ограничивается расчетом течений только в 
масштабах, превышающих некоторую заданную величину (ширину фильтра). Крупно-
масштабные компоненты турбулентности, размеры которых сопоставимы с характерным 
масштабом задачи, образуются из среднего течения благодаря работе по преодолению 
вязких или рейнольдсовых напряжений. Мелкие вихри (коротковолновая часть спектра) 
имеют универсальную структуру и характеристики, которые определяются скоростью 
диссипации кинетической энергии и вязкостью, сравнительно слабо зависят от геомет-
рии течения и внешних условий и моделируются при помощи моделей подсеточного 
масштаба (Sub-Grid Scale, SGS). На практике требуется применение достаточно мелких 
сеток, обеспечивающих разрешение крупных вихревых структур, лежащих вне инер-
ционного интервала, удовлетворяющего закону Колмогорова-Обухова. 

Комбинированные подходы сочетают в себе достоинства LES и RANS при устране-
нии или смягчении недостатков, присущих каждому из них. Несмотря на имеющийся 
положительный опыт применения на практике, области применимости комбинирован-
ных подходов ограничиваются, в основном, внешними задачами газовой динамики  
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(обтекание тел с отрывными зонами), в которых применение LES или RANS затрудняет-
ся рядом факторов (мелкая сетка, отрыв потока, выбор модели турбулентности). 

Моделирование крупных вихрей 

Вводится обобщенный фильтр, дающий формальное определение операции осредне-
ния и позволяющий исключить из рассмотрения масштабы меньшие ширины фильтра [3-5]: 

( ) ( ) ( ) ξξx,ξx dgtftf
D

∆= ∫ ,,, .                                                 (1) 

В том случае, когда функция ( )ξx,g  зависит только от разности ξx − , операции 
дифференцирования и фильтрации коммутируют, и обобщенный фильтр (1) вводится 
как интеграл свертки [3-5]. 

При конечно-объемной дискретизации уравнений Навье-Стокса фильтрация осу-
ществляется неявным образом [3-5]: 

( ) ( ) ,,
1

,
~

ξξx dtf
V

tf
V
∫=                                                       (2) 

где V  – контрольный объем. Согласно (2) значения параметров потока в дискретных 
точках представляют собой средние величины по объему ячейки разностной сетки.  

При моделировании сжимаемых течений вводятся средневзвешенные параметры 

потока ρ/ρ
~

ff =  (используется осреднение по Фавру). 
Ширина фильтра обычно связывается с объемом ячейки разностной сетки: 

( ) ,3/13/1 zyxV ∆∆∆==∆  

где V  – объем ячейки; x∆ , y∆ , z∆  – шаги сетки в различных координатных направле-
ниях. 

В декартовой системе координат (x, y, z) нестационарное течение вязкой сжимае-
мой жидкости описывается следующим уравнением, записанным относительно фильтро-
ванных по пространству величин: 

H
FFFQ =
∂

∂+
∂

∂
+

∂
∂+

∂
∂

zyxt
zyx .                                                 (3) 

Уравнение (3) дополняется уравнением состояния совершенного газа: 

( ) ( )2 2 2 2 21
γ 1 ρ ω

2 x y zp e - v v v r = − + + −  
. 

Вектор консервативных переменных Q и вектора потоков Fx, Fy, Fz имеют следую-
щий вид: 
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( ) 

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





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( ) 
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





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Неинерциальность системы отсчета (система координат вращается с угловой ско-
ростью ω ) учитывается введением в источниковый член H кориолисовой и центробеж-
ной сил: 

( )
( )























+=

0

2-ωρω

2ωρω

0

0

y

x

vz

vyH . 

Компоненты тензора вязких напряжений и составляющие вектора теплового потока 
находятся из соотношений: 















∂
∂−

∂
∂

+
∂
∂= ij
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j

i
effij x

v

x

v

x

v
δ

3

2
µτ , 

i
ei x

T
q

∂
∂−= λ . 

Здесь t – время; r – радиус вращения; ρ  – плотность; ω  – угловая скорость; zyx vvv ,,  – 

составляющие скорости; p – давление; e – полная энергия единицы массы; T – темпера-
тура; γ  – отношение удельных теплоемкостей. 

Уравнение (3) формально совпадает с нестационарными уравнениями Рейнольдса, 
но записывается относительно фильтрованных величин, а не относительно средних зна-
чений искомых функций. Уменьшение ширины фильтра позволяет воспроизвести более 
широкий частотный диапазон флуктуаций параметров потока, а ее увеличение способст-
вует сглаживанию решения (LES при 0→∆  переходит в DNS). 

При моделировании ламинарных течений эффективная вязкость полагается равной 
молекулярной вязкости ( µµ =eff ). При моделировании турбулентных течений эффек-

тивная вязкость effµ  вычисляется как сумма молекулярной µ  и подсеточной sgsµ  вязкос-

ти, а эффективная теплопроводность eλ  выражается через вязкость и число Прандтля: 

sgseff µµµ += , 













+=

sgs
pe c

Pr

µ

Pr

µ
λ

sgs , 

где cp – теплоемкость при постоянном давлении. Подсеточному числу Прандтля обычно 
присваивается постоянное значение (для воздуха Prsgs = 0.7). 

Метод моделирования крупных вихрей требует постановки нестационарных гра-
ничных условий [3]. Свободные сдвиговые течения неустойчивы, и колебания в них 
возникают при отсутствии внешних источников возмущений. 

Средние значения искомых функций задаются исходя из данных физического экс-
перимента или рассчитываются при помощи интегрирования осредненных по Рейнольд-
су уравнений Навье-Стокса. На средние значения накладываются случайные флуктуа-
ции, распределение вероятности которых во времени подчиняется нормальному закону 
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распределения с нулевым математическим ожиданием и заданной дисперсией (напри-
мер, случайные возмущения в виде белого шума). 

При расчете стационарных течений на границе, через которую жидкость покидает 
расчетную область, обычно выставляются мягкие граничные условия, выражающие ус-
ловие о равенстве нулю производной по нормали к границе ( 0/ =∂∂ n ). Для нестацио-
нарных расчетов широкое применение находят неотражающие граничные условия. 

Подсеточные модели 

Информация о турбулентных структурах с размерами меньшими ширины фильтра 
при фильтрации теряется, и для замыкания уравнения (3) используются подсеточные 
модели. Необходимым (но в ряде случаев недостаточным) условием корректной работы 
подсеточных моделей является способность замыкания имитировать прямой энергети-
ческий каскад от крупных вихрей к мелким [3–6]. 

Модели, основанные на концепции вихревой вязкости (Eddy Viscosity Model, 
EVM), составляют наиболее широкий и представительный класс подсеточных моделей. 
Подсеточная вихревая вязкость зависит либо от локальных параметров потока (модель 
Смагоринского и ее модификации, модель структурной функции), либо от предыстории 
течения (динамические и дифференциальные модели, их комбинации и модификации). 

В модели Смагоринского подсеточная вязкость вычисляется по формуле [7]: 

( ) SCssgs
2

ρµ ∆= ,                                                           (4) 

где ( ) 2/12 ijij SSS = , 














∂
∂

+
∂
∂=

i

j

j

i
ij x

v

x

v
S

2

1
. 

Обычно полагается, что 1.0~sC . 

В модели подсеточной вязкости, построенной на основе теории ренормализован-
ных групп (Renormalization Group, RNG), расчет эффективной вязкости сводится к ре-
шению нелинейного алгебраического уравнения [8]: 

( )
1
3µ µ 1eff H X C= + −   , 

3

2

µ

µµ effsgsX = ,                                        (5) 

где H(X) – функция Хевисайда; C = 100. Подсеточная вязкость находится из соотноше-
ния (4), описывающего модель Смагоринского, но с другим значением постоянного 
множителя (CS = 0.157). В полностью турбулентной области течения µµ >>sgs , поэтому 

sgsµµ ≅eff , и (5) сводится к модели Смагоринского с модельным коэффициентом  

CS = 0.119. В слабо турбулентной области аргумент функции Хевисайда становится от-
рицательным, в связи с чем µµ ≅eff . Корректное предсказание эффективной вязкости в 

ламинарной и полностью турбулентной области потока делает возможным использова-
ние RNG-модель для расчета переходных режимов течения. 

В динамической модели для оценки параметра Смагоринского используется ин-
формация, содержащаяся в разрешимых масштабах. Формулировка динамической моде-
ли начинается с приближения вихревой вязкости Смагоринского [9]. Вводится пробный 
фильтр, полоса пропускания которого ∆̂  превышает ширину сеточного фильтра ∆  
(обычно ˆ 2∆ = ∆ ). Считается, что плотность является функцией только времени, но не 
пространственных координат, а при вторичной фильтрации значение параметра CS  
не изменяется. 

Вводится тензор второго порядка Lij (тензор напряжений Леонарда), компоненты 
которого равняются разности компонент тензоров подсеточных напряжений [9]: 
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( )* 21 1 ˆ ˆ ˆˆδ τ 2
3 ρ

ij ij ij kk ij ij i j i j s ijL L L T v v v v C M= − = − = − = − ∆ɶ ɶ ɶ ɶ . 

Здесь 

2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ij ij ijM S S S S

 ∆= − ∆ 

ɶ ɶ ɶ ɶ . 

Компоненты Lij представляют собой вклад в напряжения Рейнольдса вихрей, раз-

меры которых изменяются от ∆  до ∆̂ . Значение параметра ( )2∆= sE CC  выбирается ис-

ходя из минимизации ошибки, которую дает Q = EijEij, где 
* *τ̂ 2ij ij ij ij ij E ijE L T L C M= − + = + . 

Используя метод наименьших квадратов и проводя осреднение по объему, получим: 

klkl

ijij

E ML

ML
C

2

1−= . 

Значение параметра Смагоринского, рассчитанное с помощью динамической про-
цедуры, сильно колеблется в пространстве и времени. Специфическая трудность, яв-
ляющаяся результатом колебаний, состоит в том, что вихревая вязкость становится от-
рицательной (Cs<0). Такое обстоятельство означает перенос энергии от подсеточных 
вихрей к разрешимым масштабам [10], приводя к вычислительной неустойчивости. Для 
предотвращения неустойчивости численной процедуры используется осреднение по од-
нородным направлениям [4], при котором демпфируются высокочастотные гармоники. 

В дифференциальной модели вихревая вязкость выражается через подсеточную 
кинетическую энергию турбулентности: 

∆= 2/1
µρµ sgssgs kC ,                                                          (6) 

где µC  – эмпирический коэффициент. 

Уравнение для подсеточной кинетической энергии записывается в виде, формально 
совпадающем с уравнением для кинетической энергии турбулентности в ε−k  модели 
турбулентности [11] (отличие заключается в форме записи диссипативного члена): 
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.                      (7) 

Компоненты тензора подсеточных напряжений находятся из градиентных соотно-
шений. Постоянным в (6) и (7) присваиваются значения 067.0µ =C  и 916.0ε =C . 

Численный метод 

Дискретизация уравнения (3) проводится при помощи метода контрольного объема 
и разностных схем повышенной разрешающей способности по времени и пространству 
[12]. Для дискретизации по времени используется метод Рунге-Кутты 5-го порядка. Век-
тор потока расщепляется на невязкую и вязкую составляющие. Для дискретизации не-
вязких потоков применяется метод кусочно-параболической реконструкции (Piecewise 
Parabolic Method, PPM) и схема Чакраварти-Ошера, а для дискретизации вязких потоков 
– центрированные конечно-разностные формулы 2-го порядка. 

Система разностных уравнений решается многосеточным методом (используется 4 
уровня сетки и V-цикл). В качестве сглаживающего алгоритма применяется обобщенный 
метод взвешенных невязок. 

Расчет низкоскоростных областей течения производится при помощи привлечения 
метода блочного предобусловливания Якоби. 
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Для распараллеливания вычислительной процедуры применяется интерфейс меж-
процессорного взаимодействия MPI [13]. 

Детали вычислительной процедуры и особенности ее реализации на многопроцес-
сорных вычислительных системах рассматриваются в [3]. 

Характеристики акустического поля 

Задача прогнозирования характеристик акустического поля условно разделяется на 
газодинамическую и акустические части, решаемые последовательно. В газодинамичес-
кой части рассчитывается поле турбулентности, а в акустической – находятся характе-
ристики акустического поля путем обработки данных газодинамического расчета. 

Для расчета акустического поля в турбулентном потоке широкое распространение 
получили методы, основанные на эмпирических корреляционных зависимостях и теории 
подобия или решении уравнений Рейнольдса в сочетании с эмпирическими моделями 
источников звука. Эти методы являются успешными лишь в расчетах модельных конфи-
гураций, требуя калибровки эмпирических постоянных. Полученная информация ис-
пользуется для выявления широкополосного шума, а описание нестационарного движе-
ния и расчет корреляционных функций для оценки акустического излучения на основе 
среднего поля течения требует привлечения полуэмпирических моделей. 

Моделирование крупных вихрей позволяет, в частности, получить информацию, 
необходимую для расчета звукового поля (поле флуктуаций давления), как часть реше-
ния фильтрованных уравнений Навье-Стокса. Обычно используется интегральная форма 
аналогии Лайтхилла в формулировке Фокса-Уильяма-Хокингса (Ffowcs-Williams-
Hawkings, FWH) без учета объемных квадрупольных источников [14]. 

В методе акустической аналогии Лайтхилла производится расчет поля источника и 
используется аналитическое решение, описывающее распространение звука от источника 
к локализованному приемнику. Отражение и рассеяние волн на внешних поверхностях 
(вне области источника) и влияние сдвига на распространение звука не учитываются. 

В отличие от метода Кирхгофа, в методе FWH контрольные поверхности распола-
гаются в непосредственной близости к границам области турбулентного потока, что по-
зволяет ограничить область с мелкой сеткой (необходимой для разрешения широкого 
спектра турбулентности) областью турбулентного течения, а в остальной части расчет-
ной области использовать сравнительно грубую сетку. 

Эта часть расчетной области представляет собой буфер, который поглощает звуко-
вые волны, и, тем самым, препятствует их отражению от границ. 

В методе FWH контрольные поверхности повторяют форму расчетной области, что 
позволяет минимизировать искажение звуковых волн в процессе их распространения от 
источников шума, находящихся в расчетной области, до контрольной поверхности. 

Результаты расчетов 

Свободные турбулентные течения являются классическим объектом исследования 
теоретической, вычислительной и прикладной механики жидкости и газа [3, 15-17].  
Такие течения играют существенную роль в задачах гидрофизики и гидроакустики, а так-
же при создании приборов мониторинга окружающей среды и технических устройств.  

Слой смешения. Два полубесконечных потока газа движутся в одном направлении 
со скоростями u1 и u2 друг относительно друга вдоль плоскости x < 0. В точке x = 0 пото-
ки соприкасаются, и далее (при x > 0) граница между ними турбулизируется.  

Параметрам потока в сечении x = 0 присваиваются следующие значения: 
1.18ρ =  кг/м3, p = 510013.1 ⋅  Па, u1 = 78 м/с, u2 = 200 м/с. Для рабочей среды принима-

ются следующие параметры: 4.1γ = , cp = 1005 Дж/( Ккг ⋅ ), -4101.4µ ⋅=  сПа ⋅ , Pr = 0.72, 
Prsgs = 0.8. 
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Расчеты проводятся на сетке 8080250 ××  при 5
δ 102Re ⋅=  (число Рейнольдса, рас-

считанное по толщине потери импульса) и Mc=0.8 (эффективное число Маха). Толщина 
потери завихренности в начальном сечении равняется 021.0δω0 =  м, что соответствует 

4
ω 1016.2Re ⋅=  (число Рейнольдса рассчитывается по толщине потери завихренности). 

Расчетная область имеет длину ω025δ  и ширину ω06δ  (координата y изменяется от ω03δ-  

до ω03δ+ . В направлении оси z протяженность расчетной области составляет ω05δ  (ис-

пользуются периодические граничные ус-
ловия). Сгущение узлов сетки произво-
дится таким образом, чтобы вблизи линии 
раздела потоков ширина фильтра прибли-
зительно имела порядок тейлоровского 
микромасштаба длины [15]. Шаг по вре-
мени выбирается равным 3105.1 −⋅=∆t  с. 

Модель Смагоринского приводит к 
менее наполненному профилю продоль-
ной скорости, в то время как RNG и дина-
мическая модели имеют приблизительно 
одинаковую точность (рис. 1). Дифферен-
циальная модель дает некоторую погреш-
ность в низкоскоростной области течения. 
Применение RNG-модели, динамической 
и дифференциальной моделей приводит к 
увеличению времени счета на 18, 30 и 
35 % по сравнению со временем, затра-
ченным без использования какой-либо 
подсеточной модели. 

Распределения сдвиговых напряже-
ний и коэффициента асимметрии (третий 
момент) показаны на рис. 2 при Mc = 0.42. 
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Рис. 2. Распределения сдвиговых напряжений (а) и коэффициента асимметрии (б)  
в сравнении с данными [18] (значки • ) при x/Lx=0.6 (1), 0.7 (2), 0.8 (3), 0.9 (4). 
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Рис. 1. Профили продольной скорости ( �  – мо-
дель Смагоринского, ∆  – RNG-модель, •  – ди-
намическая модель, □ – дифференциальная мо-
дель, линия – теоретический профиль). 
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Результаты расчетов хорошо согла-
суются с данными физического экспе-
римента [18] (данные получены при  
Mc = 0.46), за исключением распределе-
ния пульсаций поперечной скорости. 
Переоценка уровня пульсаций попереч-
ной скорости наблюдается в [19] и  
объясняется переходом энергии от мел-
комасштабных вихрей к крупномас-
штабным. В работе [20] отмечается, что 
переоценка уровня пульсаций имеет ме-
сто при использовании различных под-
сеточных моделей вихревой вязкости. 

При переходе через серединную 
линию тока коэффициент асимметрии 
изменяет знак. Локальные экстремумы 
имеют место при my δ2±=  и my δ6±= . 

Результаты расчетов качественно согла-
суются с данными [20], за исключением 
границ зоны смешения, что объясняется 
влиянием начальных возмущений. 

Толщина потери импульса умень-
шается при увеличении эффективного числа Маха (рис. 3), что согласуется с данными 
[18, 20, 21]. 

Свободная неизотермическая струя. Результаты моделирования крупных вихрей 
течения в струе используются для получения распределений корреляционных моментов 
пульсаций плотности, скорости и температуры, в том числе моментов высшего порядка, 
а также распределений турбулентного числа Прандтля и постоянной, входящей в фор-
мулу для турбулентной вязкости, вдоль оси и поперечных сечениях струйного потока. 

Начало системы координат располагается на срезе сопла. Положительный отсчет 
координаты x ведется в сторону распространения струи. В качестве характерных мас-
штабов для переменных с размерностью длины принимается радиус выходного сечения 
сопла ra, а для переменных с размерностью скорости и температуры – скорость ua и тем-
пература Ta газа на срезе сопла. Окружающая среда имеет температуру ∞T . Течение в 

струе характеризуется параметром подогрева aT / T∞ϑ =  (для изотермической струи 

1ϑ = ) и степенью турбулентности на срезе сопла auu /'θ = . 

Параметрам задачи присваивались следующие значения: ra = 5 мм, ua = 80 м/с, 
26.158.0ρ ÷=a  кг/м3, Ta = 600280÷  К, 26.158.0ρ ÷=∞  кг/м3, 600280÷=∞T  К. Парамет-

ры на срезе сопла соответствуют числу Рейнольдса Re = 5102.1 ⋅ , которое поддерживает-
ся постоянным за счет изменения динамической вязкости, и степени подогрева 

0 48 2 15. .ϑ = ÷ . 
Сетка содержит 150150350 ××  ячеек. Расчеты проводятся в области 

[ ] [ ] [ ]zzyyx LLLLL ,,,0 −×−× , длина которой составляет Lx = 100ra, а ширина и высота во 

входном и выходном сечении – Ly = Lz = 10ra и Ly = Lz = 40ra. На начальном участке 
струи шаг по переменной x полагается постоянным до x~10ra, а затем постепенно увели-
чивается по закону геометрической прогрессии. В поперечном сечении сетка сгущается 
к кромкам сопла. 
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Рис. 3. Зависимость толщины потери импульса  
от числа Маха (•  – расчет, �  – [18],  

∆, ∇ , ◊ – [20], □ – [21]). 
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Линии уровня вихря скорости приводятся на рис. 4 при 1 2.ϑ = . В сдвиговом слое 
струи присутствуют крупномасштабные вихревые структуры в форме тороидальных 
осесимметричных вихрей, зарождающихся на некотором расстоянии от среза сопла (по-
рядка одного – двух его диаметров). В области начального участка характерный размер 
вихревых структур является достаточно малым. Вниз по потоку от начального участка 
характерный размер вихревых структур увеличивается, а обмен количеством движения 
между струей и окружающей жидкостью интенсифицируется. Контуры когерентной 
структуры представляют собой эллипсы, что означает анизотропию турбулентных пуль-
саций. Генерация вихрей связана с неустойчивостью типа Кельвина-Гельмгольца сдви-
гового слоя. Максимумы и минимумы завихренности приблизительно соответствуют 
центрам вихрей. 
а) б) в)

 
Рис. 4. Линии уровня вихря скорости в момент времени t = 2.32 с  
в серединном сечении (а), сечениях x/ra = 10 (б) и x/ra = 80 (в). 

 
Распределения моментов пульсаций скорости и температуры в поперечном сечении 

струи приведены на рис. 5. Радиальная координата нормируется на половинный радиус 
струи ru. Данные [22] соответствуют сечению x/ra = 118, а данные [23, 24] – сечению 
x/ra = 30. 

0 1 2 3
0

0.01

0.03

0.04

r/r

<v' T' >

u

1

x

0.02
2

0 1 2 3
0

0.01

0.03

0.04

r/r

<v' T' >

u

1

r

0.02

2

а) б)

 
Рис. 5. Распределения смешанных корреляционных моментов пульсаций осевой скорости 
и температуры (а) и радиальной скорости и температуры (б) при 1 2.ϑ =  в сечениях x/ra = 10 

(кривые 1) и x/ra = 30 (кривые 2) в сравнении с данными [22] (□), [23] (• ), [24] (� ). 
 

Значения радиальной координаты, при которой корреляционные моменты скорости 
и температуры достигают максимума, практически совпадают в сечениях x/ra = 10 и 
x/ra = 30 и соответствуют положению максимума кинетической энергии турбулентности 
(r/r u = 0.8 по данным [23] и r/ru = 0.7 по данным [24]). Однако максимальное значение и 
форма рассчитанных профилей, особенно смешанного момента пульсаций осевой  

 

а) б) 
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скорости и температуры, отличаются от экспериментальных. По-видимому, это объясня-
ется влиянием условий на срезе сопла. 

Распределения моментов пульсаций плотности и скорости вдоль оси струи, харак-
теризующие анизотропию потока массы, приведены на рис. 6 (расчеты нормируются на 

aauρ ). Результаты качественно согласуются с данными [25], полученными при помощи 

ε−k  модели турбулентности, которая не учитывает анизотропию пульсаций скорости, 
но позволяет оценить анизотропию диффузионного потока массы. Анизотропия имеет 
место в серединной области струи при 4 < x/ra < 40. Вниз по течению 1~''ρ''ρ xr vv  

(при x/ra > 40). 
Отличие плотности распределения 

вероятности флуктуаций функции ϕ  от 
нормального распределения характери-
зуется коэффициентами скошенности 
Sϕ  (третий момент, skewness factor) и 

эксцесса Fϕ  (четвертый момент, flatness 

factor). Коэффициент момента порядка n 
находится из соотношения 

22( )
n /n

nM ' 'ϕ = ϕ ϕ . При этом 

3S Mϕ =  (n = 3) и 4F Mϕ =  (n = 4). Для 

нормального распределения вероят-
ности 0Sϕ =  и 3Fϕ = . 

Продольные распределения коэф-
фициентов асимметрии и эксцесса поля 
скорости и температуры показаны на 
рис. 7. В то время как распределения 
третьих и четвертых моментов являются 
качественно и количественно схожими в 
дальнем течении струи, при 0.4 < x/ra < 
16 их поведение различается. Пере-

стройка распределений коэффициентов ST и FT происходит быстрее, чем коэффициентов 
Su и Fu, в частности, коэффициенты ST и FT достигают максимума при x/ra~6, в то время 
как Su и Fu – при x/ra~8 Их максимум соответствует сечению струи, в котором слои сме-
шения достигают оси. 

Данные физического эксперимента (течения в трубах и пограничных слоях) пока-
зывают, что напряжение поверхностного трения оказывается пропорциональным кине-
тической энергии турбулентности (гипотеза Невзглядова-Драйдена) с коэффициентом 
пропорциональности, заключенном в узком интервале. Это служит обоснованием для 
присваивания соответствующего значения коэффициенту, входящему в формулу для 
турбулентной вязкости ( 09.00µ =с ). 

Изменение постоянной ε−k  модели турбулентности вдоль оси струи изображено 
на рис. 8 для различных значений степени подогрева. Наибольшее отклонение от стан-
дартного значения наблюдается в интервале 12 < x/ra < 20 и имеет тенденцию к смеще-
нию по направлению к срезу сопла при увеличении степени подогрева струи. Отклоне-
ние от стандартного значения составляет 5.2 % при 0 6.ϑ = , 6.2 % при 1ϑ =  и 7.9 % при 

1 8.ϑ = . 
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Рис. 6. Распределения корреляционных моментов 

xv''ρ  (кривые 1, 3) и rv''ρ  (кривые 2, 4) 

вдоль оси струи при 0 6.ϑ =  (кривые 1, 2) и 
2ϑ =  (кривые 3, 4). 
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Рис. 7. Распределения коэффициентов асимметрии (а) и эксцесса (б) пульсаций скорости  
(кривые 1) и температуры (кривые 2) вдоль оси струи при 1 2.ϑ = . 
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Рис. 8. Изменение постоянной µс  вдоль оси 

струи при 6.0=ϑ  (1), 1 (2), 1.8 (3).  
Точки соответствуют зависимости [26]. 

Рис. 9. Распределения турбулентного числа 
Прандтля в поперечных сечениях струи при 

1 6.ϑ =  и x/ra = 10 (1), 14 (2), 16 (3), 18 (4),  
24 (5), 28 (6), 80 (7). 

 
Полученные результаты для изотермической струи достаточно хорошо согласуют-

ся с зависимостью [26] (так называемая ε−k  модель турбулентности): 

fс 04.009.0µ −= , 







−

∆
=

dx

dU

dx

dU

U
f cc

2

δ
, 

где δ  – толщина зоны смешения; U∆  – характерное изменение скорости в слое смеше-
ния. Основные отличия имеют место в дальнем поле течения струи, где расчеты дают 
более низкие значения постоянной. Минимальное значение постоянной также ниже зна-
чения, полученного по данным [26]. 

б) а) 
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Распределения турбулентного числа Прандтля в поперечных сечениях струи пока-
заны на рис. 9. Турбулентное число Прандтля рассчитывается по формуле: 

1

''''Pr

−












∂
∂

∂
∂

=
r

v
Tv

r

T
vv x

rrxt . 

На оси струи для преодоления неопределенности используется правило Лопиталя. 
Максимальные значения числа Прандтля имеют место на оси струи. В дальнем поле те-
чения струи изменения числа Прандтля сравнительно малы. Минимальное значение дос-
тигается при r/ru~0.62 и демонстрирует слабую зависимость от параметров на срезе  
сопла. При изменении r/r u от 0 до 0.6 турбулентное число Прандтля уменьшается почти 
в 3 раза (от 1.5 на оси струи до 0.5 в слое смешения). 

Аэрооптические эффекты. Дисперсия мелкомасштабных флуктуаций плотности и 
соответствующий корреляционный масштаб связаны с дисперсией фазы волны: 

dllс ρ

2
ρ

22 σβσ ∫=ϕ , 

где ρ/)π/λ2(β ddn= . Показатель преломления n связывается с плотностью при помощи 
закона Гладстоуна-Дейла (Gladstone-Dale law). Значение постоянной зависит от приня-
той формы корреляционной функции пульсаций плотности (например, c = 2 для экспо-
ненциальной и π=c  для гауссовской корреляционной функции). Линейный масштаб ρl  

находится при помощи интегрирования соответствующей корреляционной функции. 
Распределения флуктуаций плотности и давления в поперечных сечениях слоя 

смешения имеют одинаковую форму с максимумом на линии раздела потоков (рис. 10). 
Профили пульсаций давления являются более наполненными, а максимальная величина 
пульсаций давления увеличивается по координате x по линейной зависимости. Малые 
отклонения от линейной зависимости имеют место при x/L > 0.68. Зависимость макси-
мальной величины флуктуаций плотности от продольной координаты является немоно-
тонной. При x/L < 0.6 такая зависимость близка к линейной, затем достигается максимум 
и плавное уменьшение. Результаты расчетов показывают, что ull 4~ρ , где ε/2.0 2/3klu = . 

Результаты расчетов для слоя смешения по полуэмпирической зависимости [27], 
приведенные на рис. 11, при Mc = 0.24 (это соответствует M1 = 0.77 и M2 = 0.06, что дает 

25.0/δω ≈dxd ), имеют удовлетворительное согласование с данными физического экспе-

римента [28] в случае достаточно больших размеров апертуры (при A > 20 см), а также с 
результатами моделирования крупных вихрей. 

Пунктирная линия на рис. 11 соответствует результатам [27] при использовании 
синусоидального закона для угла отклонения луча )π2sin(α ft= , где Λ= /cUf  – частота 

формирования вихрей, которая связана с размером вихрей Λ  и характерной скоростью 
Uc. Такой подход позволяет получить зависимость величины оптических аберраций от 
продольной координаты в конечном виде. Однако согласование расчетных данных с 
данными измерений вниз по потоку ухудшается. 

Для волнового спектра в промежуточном диапазоне волновых чисел имеет место 
степенная зависимость q

xx LkLkS −)(~)(ϕ , где 2~q  (рис. 12). Сжимаемость сравнительно 

слабо сказывается на поведении спектра [29] и, в основном, это влияние имеет место при 
больших волновых числах. 
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Рис. 10. Профили флуктуаций плотности  
в поперечном сечении слоя смешения  
при x/L = 0.25 (1), 0.5 (2), 0.75 (3). 

 

Рис. 11. Среднеквадратическая величина опти-
ческих аберраций в слое смешения (линия – 
расчет по [27], �  – [28] при A = 20 см, •  – 

[28] при A = 30 см, □ – расчет). 
 

*** 

Развитие высокопроизводитель-
ных вычислительных систем парал-
лельной обработки данных и разработ-
ка эффективных численных методов 
решения нелинейных задач механики 
жидкости и газа создают необходимые 
предпосылки для реализации совре-
менных подходов к численному моде-
лированию турбулентных течений. 

Возможности моделирования 
крупных вихрей показаны на примере 
решения ряда модельных задач (тече-
ние в слое смешения, течение в сво-
бодной неизотермической струе, аэро-
оптические эффекты в турбулентных 
потоках). Полученные результаты мо-
гут оказаться полезными при построе-
нии и обосновании новых моделей 

турбулентности, что является необходимым элементом совершенствования методов ма-
тематического моделирования турбулентных течений. Разработанные средства числен-
ного моделирования могут быть использованы для исследования искажений фазовой 
функции когерентного светового луча, индуцированных турбулентными флуктуациями 
параметров среды, в оптических измерительных системах и других устройствах. 

Для успешного применения метода моделирования крупных вихрей требуется раз-
работка критериев сходимости и оценки качества расчетных сеток, выбора шага по вре-
мени, моделей подсеточного переноса, учитывающих влияние сжимаемости на структу-
ру мелкомасштабной турбулентности, подходов к постановке начальных и граничных 
условий, методов дискретизации фильтрованных уравнений Навье-Стокса на основе 
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Рис. 12. Спектр флуктуаций фазы в свободном 

слое смешения при Mc = 0.2 (1)  
и Mc = 0.8 (2). 
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разностных схем повышенной разрешающей способности по времени и пространству, 
методов ускорения сходимости и постановки нестационарных граничных условий. 

С вычислительной точки зрения большое значение имеет вопрос о возможности  
замены полной расчетной области ее частью с соответствующими граничными условия-
ми на границах разреза. Поскольку моделирование крупных вихрей является принципи-
ально трехмерным подходом, возникает вопрос о том, насколько хорошим приближени-
ем служит решение для части расчетной области решения для полной расчетной области 
и при каких условиях это достигается на практике. 

Несмотря на имеющиеся проблемы, достигнутые успехи показывают, что метод 
моделирования крупных вихрей является перспективным направлением в численном 
моделировании турбулентных течений и представляет собой весомую альтернативу 
подходу, основанному на решении осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье-
Стокса. Для его дальнейшего развития немаловажным представляется вопрос о создании 
соответствующей методической и информационной базы, включающей результаты чис-
ленного решения тестовых задач механики жидкости и газа, для которых имеются на-
дежные и подробно документированные экспериментальные и численные результаты, а 
также выработка рекомендаций по выбору подсеточной модели или обоснованию такого 
выбора. 
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