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СТАТИСТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ ХАРАКТЕРИСТИК  
НАКАТА ДЛИННЫХ ВОЛН НА БЕРЕГ 

 
Рассмотрены статистические моменты характеристик наката нерегулярных длин-

ных морских волн на берег постоянного уклона в рамках нелинейной теории мелкой во-
ды. Показано, что нелинейность в накатывающейся волне не влияет на статистические 
моменты распределения скорости движения уреза, но сказывается на моментах смеще-
ния подвижного уреза. В частности, для волн небольшой амплитуды демонстрируется, 
что накат волн на берег более продолжителен по времени по сравнению с откатом, даже 
если падающая волна представляет собой гауссов стационарный процесс с нулевым 
средним. Вычислена вероятность обрушения волн при накате и обсуждаются пределы 
применимости полученных формул. 

 
Ключевые слова: длинные волны, накат, статистические моменты, функция распределения. 

 
 
Расчеты наката морских волн на берег необходимы для оценки зоны затопления 

побережья и воздействия на портовые и береговые сооружения. Особенно разрушитель-
ными оказываются длинные волны (цунами, штормовые нагоны), проникающие далеко 
на побережье. Для описания процесса наката длинных волн на берег основной моделью 
является нелинейная теория мелкой воды и ее дисперсионные обобщения. Обзор анали-
тических и численных решений, описывающих характеристики процесса наката, пред-
ставлен в [1–4]. Во всех рассмотренных случаях падающая волна представляла собой 
одиночную волну (солитон, гауссов или лоренцев импульс) или строго периодическую 
волну, то есть являлась детерминированной. Между тем реальные записи длинных волн 
во время цунами и штормов свидетельствуют о сложной структуре колебаний уровня 
моря, обусловленной процессами рассеяния от подводного донного рельефа. Так, первая 
волна во время прихода цунами зачастую не является максимальной, а опасные волны 
приходят несколько часов спустя, в то время как продолжительность полной записи мо-
жет составлять сутки и более. Этот эффект наблюдался как во время катастрофического 
цунами 2004 г. в Индийском океане [5], так и во время глобального цунами Кракатау в 
1883 г. [6]. Таким образом, в задачах наката волн на берег приходится иметь дело с нере-
гулярным волнением, для описания которого применимы статистические методы.  

Анализ наката нерегулярных длинных волн на плоский берег в рамках нелинейной 
теории мелкой воды проводился недавно в работах [7, 8]. Этот анализ опирался на то 
важное свойство (строго следующее из аналитических решений) что нелинейность не 
влияет на экстремальные характеристики наката (максимальная высота подъема уровня 
воды, максимальная глубина отката воды от берега, экстремальные скорости наката), и 
статистические распределения этих величин могут быть рассчитаны в рамках более про-
стой линейной теории мелкой воды. Ниже мы более подробно исследуем статистические 
характеристики подвижного уреза и покажем, что нелинейность волн вблизи берега 
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приводит к существенным отличиям от гауссовых распределений, сохраняя справедли-
выми прежние «линейные» выводы о распределениях экстремальных характеристик. 

Нелинейные уравнения мелкой воды допускают строгое аналитическое решение 
только в случае берегового откоса постоянного уклона, и именно этот случай и рассмат-
ривается далее. При этом наиболее важным представляется изучение динамики подвиж-
ного уреза, определяющей характер воздействия морских волн на побережье. 

В рамках данной аналитической нелинейной теории показано [1, 2, 9], что рассчи-
тать характеристики подвижного уреза можно в два этапа. На первом этапе решается 
линейное волновое уравнение с граничными условиями, соответствующими подходящей 
волне далеко от берега, и находится функция R(t), описывающая вертикальные смеще-
ния уровня воды на «невозмущенном» урезе (обозначим эту точку x = 0). Из линейной 
теории также легко находится и горизонтальная скорость воды на «невозмущенном» 
урезе: U(t) = (α)-1(dR/dt), где α – тангенс уклона берегового откоса (геометрия задачи 
показана на рис. 1). 

 

L(t) 

r(t) = α L(t) 

R(t) 

h 

α 

x = 0 

 
 

Рис. 1. Геометрия задачи. 
 

На втором этапе определяются «истинные» нелинейные характеристики подвиж-
ного уреза: его вертикальное смещение r(t) и горизонтальная скорость u(t) с помощью 
римановой трансформации времени [1, 2, 9]: 

( )
u

u t U t
g

 = + α 
,                                                        (1) 

2

( )
2

u u
r t R t

g g

 = + − α 
,                                                    (2) 

где g – ускорение свободного падения. Смещение подвижного уреза в горизонтальном 
направлении (дальность заплеска) легко находится из кинематического соотношения, 
x(t) = r(t)/α.  

Формулы (1)–(2) уже использовались для анализа динамики подвижного уреза при 
накате одиночных и периодических волн [1, 2, 9], поэтому здесь мы на этом не останавли-
ваемся. Эти же формулы остаются справедливыми и в случае наката нерегулярных длин-
ных волн на берег. Мы уже говорили о сложном характере колебаний уровня моря во вре-
мя цунами, но и в естественных условиях длиннопериодные волны носят нерегулярный 
характер, и их энергия заключена в определенной полосе частот. Данные о длиннопери-
одных колебаниях уровня моря, как и их спектры, можно найти в [10]. 
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Экспериментальные данные о характеристиках наката в низкочастотном диапазоне 
представлены в [11–14]. Если предположить, что накатывающиеся волны представляют 
собой стационарный случайный процесс, то статистические и спектральные характери-
стики «линейного» наката R(t) и U(t) рассчитываются стандартными методами решения 
линейных стохастических уравнений или с помощью приемов статистической радиофизи-
ки, анализирующих прохождение шумов через линейные системы [15, 16]. Считая их из-
вестными, для простоты, будем рассматривать обе функции R(t) и U(t) как случайные ста-
ционарные процессы с гауссовой статистикой. Если же спектр падающей волны еще и 
достаточно узок, то спектр колебаний уреза также будет узким, а амплитуда (высота) ко-
лебаний описывается распределением Рэлея. Как видно из формул (1)–(2), экстремумы 
«линейных» и «нелинейных» функций оказываются одинаковыми, и это свойство уже не-
однократно использовалось для упрощения расчетов максимальной высоты наката волн 
на берег. С точки зрения теории случайных процессов отсюда следует крайне важный вы-
вод, что распределения экстремумов подвижного уреза в нелинейной теории остаются та-
кими же, как и в линейной теории, например, рэлеевскими распределениями [7, 9], хотя 
сами функции r(t) и u(t) определяются нелинейными уравнениями и, скорее всего, не опи-
сываются гауссовой статистикой. Данное исследование посвящено как раз изучению ста-
тистических свойств динамики подвижного уреза в рамках нелинейной задачи.  

Проблемы статистического усреднения уравнений (1), (2) связаны с тем, что поле 
скорости u(t) связано с известной функцией U(t) неявным образом, где характеристика 
береговой зоны α (тангенс уклона берегового откоса) входит как параметр. Переобозна-
чая этот параметр как ξ = (αg)-1 и вводя его явным образом в определение скорости u(t, 
ξ), перепишем уравнение (1) в виде: 

( )( ) ( )u t, U t u t,ξ = + ξ ξ . 

Очевидно, что поле u(t, ξ) как функция двух переменных, удовлетворяет уравне-
нию первого порядка в частных производных – уравнению Римана: 

0
u u

u
t

∂ ∂− =
∂ξ ∂

,                                                           (4) 

а соответственно смещение подвижного уреза в горизонтальном направлении (дальность 
заплеска) x(t, ξ) – уравнению: 

2
1

0
2

x x

t

∂ ∂ − = ∂ξ ∂ 
.                                                       (5) 

При этом точка ξ = 0 формально соответствует «невозмущенному» урезу, так что в этой 
точке заданы «линейные» граничные условия: u(t, 0) = U(t), x(t, 0) = R(t)/α. Уравнение 
(4) (в соответствующих переменных) описывает поле скорости невзаимодействующих 
частиц; оно возникает в нелинейной акустике, где u(t, ξ) описывает поле скорости или 
давления акустической волны; в геометрической оптике, где u(t, ξ) есть угол наклона 
волнового фронта [17, 18]. В геометрической оптике уравнение (5) (опять же в соответ-
ствующих переменных) описывает эволюцию фазы оптической волны. Это же уравне-
ние описывает рост поверхностей и является невязким пределом уравнения Кардара-
Паризи-Цванга – KPZ-equation [19].  

Уравнениям (4), (5) соответствует система характеристических уравнений (уравне-
ний для «частиц»): 

ξ
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V
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=
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= −

ξ
                                               (6) 
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с начальными условиями: 

( 0)T ,zτ = = τ , ( 0) (τ)V ,z Uτ = = , 0( 0) ( ) ( )X ,z X R /τ = = τ = τ α . 

Уравнения в частных производных (4), (5) описывают поля u(t, ξ), x(t, ξ) в так на-
зываемом эйлеровом представлении, а уравнения в обыкновенных производных (6) дают 
лагранжево представление полей T, V, X, как функции ξ и лагранжевой переменной τ . 
Решение последних уравнений тривиально и допускает простое статистическое усред-
нение. Используя формулы перехода от лагранжевой статистики к эйлеровой, удается 
найти исчерпывающее статистическое описание (вероятностные распределения, спектры 
энергии) эйлерова поля скорости u(t, ξ) [17, 18]. В частности, для статистически стацио-
нарного поля одномерное вероятностное распределение поля скорости u(t, ξ) не зависит 
от ξ = (αg)-1. Применительно к рассматриваемой задаче это означает, что, несмотря на 
нелинейность, вероятностное распределение горизонтальной скорости уреза u(t) остает-
ся таким же, как и в линейной теории. 

Ниже мы вычислим статистические характеристики скорости и вертикального 
смещения подвижного уреза, используя предположение об эргодичности процесса, ког-
да статистическое усреднение по ансамблю реализаций можно заменить усреднением по 
времени. Вычислим сначала статистические моменты скорости подвижного уреза, ис-
пользуя усреднение по времени по достаточно большому периоду T, считая, что случай-
ный процесс является стационарным: 

( )
0 0

1 1T T
n n n u

u u t dt U t dt
T T g

 = = + α 
∫ ∫ , n = 1, 2, 3…                            (7) 

В интеграле (7) удобно перейти к новой переменной: 

( )u t
t

g
τ = +

α
, 

так что 

1
1

d
dt

du

g dt

τ=
 + α 

. 

Эта замена переменных фактически является переходом от эйлеровой переменной t 
к лагранжевой τ  и использовалась ранее при вычислении Фурье-образов и статистичес-
ких характеристик римановых шумовых волн в нелинейной акустике [17, 18, 20]. 

Входящая сюда производная dtdu/  вычисляется из (1): 

( ) 1
1

du dU / d

dt g dU / d
−

τ=
− α τ

.                                                   (8) 

В результате dt  выражается как: 

1
dU / d

dt d
g

 τ= − τ α 
, 

и интеграл (7) становится явным: 

( )
0

1 1
1

T
n n dU

u U d
T g d

 = τ − τ α τ 
∫ . 



Статистические оценки … 

 59 

Очевидно, что для стационарных случайных процессов вклад второго слагаемого 
исчезает, и 

n nu U= . 

Итак, все статистические моменты скорости подвижного уреза не меняются из-за 
нелинейности, и, следовательно, одноточечное вероятностное распределение сохраняет-
ся. В частности, если падающая волна представляет собой нормальный (гауссов) про-
цесс, то скорость подвижного уреза, как уже отмечалось ранее, также описывается гаус-
совым распределением.  

Аналогичные преобразования могут быть использованы и для вычисления статистиче-
ских моментов вертикального смещения подвижного уреза. Так, первый момент имеет вид: 

2 2

0 0 0

1 1 1
( ) ( )

2 2

T T Tu u dU U
r R t dt R d R d

T g g T g T d g

  < > < >= + − = τ τ − τ τ − α α τ 
∫ ∫ ∫ .         (9) 

Функция )(tR  представляет собой гауссов случайный процесс с нулевым средним 
(мы будем отсчитывать колебания уреза от спокойного уровня моря), поэтому она не 
дает вклад в первый момент. Второй интеграл в (9) легко вычисляется интегрированием 
по частям, так что окончательное выражение для первого момента есть: 

2 2

2 2
UU

r
g g

< > σ= = ,                                                      (10) 

где σ всюду обозначает среднеквадратичное отклонение соответствующей величины. 
Таким образом, нелинейность волнового поля в зоне наката всегда приводит к подъему в 
среднем уровня воды на берегу (явление set-up). Природа этого явления часто связыва-
ется с обрушением морских волн [10, 14], однако, здесь мы показываем, что даже при 
подходе длинных необрушенных волн в среднем вода на берегу поднимается.  

Аналогично находится и второй момент: 

4 2

2 2
212

U RU
r R

g g
= − + , 

и в случае гауссового линейного процесса (функция R(t) и ее скорость U(t) ~ dR/dt неза-
висимы, а четвертый момент вычисляется через второй) сводится к 

22

2 2 2 2
24

U
r R R r

g
= − = − . 

Дисперсия колебаний уреза определяется через второй центральный момент и равна: 
2 22 2 2 2r Rr r rσ = − = σ − . 

Таким образом, нелинейность волновых процессов в зоне наката уменьшает дис-
персию вертикальных колебаний уровня воды на урезе. 

Аналогично находятся высшие моменты, в частности асимметрия λ3 и эксцесс λ4 (в 
предположении гауссовости линейного процесса): 

( )
( )

3
3

3 3 23 22

8

2
/

r
R

r r r

r

−
λ = =

σ σ −
,                                         (11) 
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( ) ( )
( )

4 2 22

4 24 22

4 23
3

2

R

r
R

r r r r

r

− σ −
λ = − =

σ σ −
. 

Асимметрия, как следует из (11), всегда положительна, а эксцесс положителен при 
относительно небольших амплитудах волн. Оба коэффициента однозначно выражаются 
через дисперсию вертикальных колебаний уреза в линейной теории и средний уровень 
воды, который находится через дисперсию скорости уреза в линейной теории (10). Угол 
берегового склона, конечно же, влияет на статистические моменты подвижного уреза, но 
он входит в полученные формулы опосредовано (через характеристики уреза в линейной 
теории). Отличие коэффициентов асимметрии и эксцесса от нуля свидетельствует о не-
гауссовости вертикальных колебаний подвижного уреза при накате нерегулярных волн.  

В случае наката нерегулярных волн с узким спектром (соответственно и колебания 
уреза в линейной теории также будут иметь узкий спектр) дисперсии (среднеквадратич-
ные отклонения) вертикального смещения и горизонтальной скорости связаны между 
собой соотношением σU = ω0σR/α, где ω0 – центральная частота спектра падающей вол-
ны. Это соотношение вытекает из формулы, приводимой в начале статьи [U(t) =  
(α)-1(dR/dt)]. В результате, коэффициенты асимметрии и эксцесса выражаются через 
единственный безразмерный параметр, хорошо известный в теории наката детерминист-
ских волн как параметр обрушения [1, 2, 9, 21]:      

2
0

2
RBr

gσ
ω σ=

α
,                                                             (12) 

там, правда, он используется для детерминистских сигналов и в (12) входит высота вол-
ны, а не среднеквадратичное отклонение. Соответственно асимметрия и эксцесс могут 
быть записаны как: 

3

3 3 2
21

1
2

/

Br

Br

σ

σ

λ =
 − 
 

, 

( )2 2

4 2
2

16 23

1
16 1

2

Br Br

Br

σ σ

σ

−
λ =

 − 
 

. 

Рассчитанные асимметрия и эксцесс представлены на рис. 2. Коэффициент асим-
метрии всюду положителен и монотонно растет с ростом параметра Brσ. Эксцесс прини-
мает положительные значения, не превышающие 0.3 при Brσ < 0.6, и убывает при 
Brσ > 0.6. 

Следует отметить, что полученные решения справедливы только для необрушен-
ных волн. Формулы (1)–(2) при достаточно больших амплитудах начального возмуще-
ния формально описывают многозначные решения, что физически соответствует обру-
шению волн. Поскольку в поле нерегулярных волн всегда присутствуют волны большой 
амплитуды, то полученные формулы должны быть несправедливы при больших значе-
ниях параметра Brσ. Одно из ограничений следует уже из приведенных выше формул, в 

частности, дисперсия вертикальных смещений обращается в нуль при σ 2Br = , что не 

имеет физической интерпретации. Более точно условия применимости можно получить, 
оценивая вероятность обрушения волн. Одно из условий вытекает из обращения в нуль 
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знаменателя в (8), то есть когда случайный процесс dU/dt достигает уровня gα. В случае 
гауссового узкополосного поля падающих волн функция dU/dt также имеет гауссову 
статистику со среднеквадратичным отклонением ω0σU = ω0

2σR/α. Тогда доля участков в 
записи, где dU/dt > gα (назовем эту величину вероятностью обрушения), определяется 
интегралом от гауссовой функции: 

2

1

1 1 1

2 22 2/ Br

P exp d erfc
Br

σ

∞

σ

  ξ= − ξ =   π    
∫ , 22

( ) exp( )erfc t dt
∞

ς

ς = −
π ∫

, 

где (ς)erfc  – это дополнительная функция ошибок.  
 

 
 

Рис. 2. Коэффициенты асимметрии и эксцесса вертикальных колебаний подвижного уреза  
при накате узкополосных нерегулярных волн на берег. 

 
Зависимость вероятности обрушения волн от параметра Brσ представлена на рис. 3. 

Как видно из рисунка, определенная таким образом вероятность обрушения растет с 
ростом параметра Brσ и стремится к предельному значению 0.5 (только волны с положи-
тельными значениями dU/dt могут потенциально обрушиваться). Важно подчеркнуть, 
что в диапазоне Brσ < 0.6 вероятность обрушения очень мала и не превышает 3 %, так 
что эффектами обрушения при расчетах статистических моментов можно пренебречь.  

В общем случае уравнение dU/dt = gα позволяет найти среднее число особенностей 
на единицу времени или частоту обрушения [17, 18]. В случае стационарного процесса 
частота обрушения (частота превышения уровня по терминологии теории выбросов) оп-
ределяется интегралом [17, 18]: 

0

( ) ( )g W a, d
∞

ν α = ζ ζ ζ∫ , 

где W – совместная плотность вероятности величины a = dU/dt и ее производной 
ζ = da/dt. В случае гауссова процесса функция и ее первая производная статистически 
независимы, что позволяет «расцепить» совместную функцию вероятности на две. Если 
к тому же сигнал узкополосный, то все среднеквадратичные отклонения могут быть вы-
ражены через одну, и окончательное выражение для частоты обрушения есть: 

0
2

1
exp

2 2Brσ

 ων = − π  
. 

Определенная таким образом безразмерная частота обрушения (νT0 = 2πν/ω0) 
представлена также на рис. 3. Как видно из рисунка, частота обрушения растет с ростом 
параметра Brσ и стремится к предельному значению 1. Важно подчеркнуть, что в диапа-
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зоне Brσ < 0.6 частота обрушения очень мала и не превышает 5 %. Таким образом, обе 
оценки свидетельствуют о малости эффектов обрушения при Brσ < 0.6. 

 

 

Рис. 3. Вероятность и частота обрушения волн в зависимости от параметра Brσ. 
 

В то же время отклонения от гауссовости характеристик наката становятся замет-
ными (см. рис. 2). Для больших значений параметра Brσ вклад обрушенных волн стано-
вится более существенным, что влияет на статистические моменты высших порядков. 
Поэтому, скорее всего, полученные выше формулы справедливы только в области 
Brσ < 0.5, когда число обрушенных волн очень мало.  

Таким образом, мы показали, что вертикальные колебания подвижного уреза при 
накате нерегулярных длинных волн на берег не описываются гауссовой статистикой. 
Асимметрия и эксцесс положительны при Brσ < 0.5, что обычно интерпретируется как 
увеличение вероятности появления больших волн «положительной» полярности или 
гребней. Эти соображения активно используются для интерпретации частоты появления 
волн-убийц в поле ветровых волн при его моделировании [22, 7–9], экстремумы харак-
теристик наката (максимальная высота наката и глубина отката волн) совпадают в ли-
нейной и нелинейной теориях. Следовательно, высокие «положительные» волны (что 
означает повышение уровня воды на берегу) не будут появляться чаще, чем «отрица-
тельные» волны. Это означает, что положительность коэффициентов асимметрии и экс-
цесса необходимо интерпретировать как увеличение продолжительности (во времени) 
стадии наката волн на берег по сравнению с продолжительностью стадии отката волны 
от берега. К тому же, как следует из (10), средний уровень моря также повышается при 
накате нерегулярных волн, что дает дополнительные аргументы в пользу увеличения 
продолжительности затопления побережья по сравнению со временем его осушения. 

Наблюдения наката длинных волн естественного происхождения (в диапазоне пе-
риодов от 10 с до 20 мин) на берег проводятся давно [11–14]. Во всех работах отмечает-
ся повышение в среднем уровня моря на берегу, как это следует из развиваемой здесь 
теории. Что же касается вероятностных свойств наката, то нам известна только одна ра-
бота [12], где говорится, что смещение уреза воды не описывается гауссовой статисти-
кой. Измеренная асимметрия равнялась 0.2, а эксцесс оказался отрицательным – 0.6. При 
этом говорится, что доля обрушенных волн в наблюдениях довольно высока. Как выте-
кает из нашей теории, асимметрия всегда положительна, а эксцесс может быть отрица-
тельным при больших значениях параметра обрушения, что согласуется с наблюдаемы-
ми данными.  

Работа частично поддержана грантами РФФИ (09-05-91222, 11-05-00216), гос.контрактом 
(02.740.11.0732), грантом президента РФ (6734.2010.5) и европейским проектом «Extreme Seas».  
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