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Рассмотрено решение линейной задачи о качке судна на регулярном волнении в условиях 
мелководья в трехмерной постановке методом интегральных уравнений. Искомые потенциа-
лы скорости движения жидкости представлены через функции Грина пространственного 
пульсирующего источника. Приведены результаты расчетов поперечной и продольной качки 
судна на мелководье в зависимости от различных отношений глубины водоема к осадке судна 
h/T. Показано значительное влияние мелководья на амплитуды различных видов качки. 
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Оценка места и роли каждого нового образца современной сложной техники – это 

многоплановая и многоаспектная задача, необходимость решения которой очевидна. 
Труднее получить однозначный ответ, когда речь идет не об одном отдельно взятом об-
разце, а о целом новом классе образцов подводной техники – о мобильных подводных 
роботах (МПР). Место новых образцов определяется тем, какие задачи они могут ре-
шать, а роль – тем, какой вклад в решение конкретных задач, обеспечиваемых опреде-
ленной системой технических средств, они могут внести. 

Эксплуатация судов в условиях ограниченной глубины часто приводит к сущест-
венному изменению их мореходных качеств. Влияние ограниченной глубины проявля-
ется  прежде всего в изменении распределения гидродинамических давлений  по смо-
ченной поверхности судна вследствие чего изменяются внешние гидродинамические си-
лы, действующие на судно. Поскольку мореходные качества судна определяются дейст-
вующими на него внешними силами, возникает необходимость определения этих сил. 

Первые теоретические исследования гидродинамических сил, действующих на 
судно при качке на мелководье, принадлежат Жуковскому Н.Е., Хаскинду М.Д., Анфи-
мову В.Н. Более строгое решение задачи о качке судна в линейной постановке дано Ре-
мезом Ю.В. [1]. Для определения гидродинамических характеристик в его работе ис-
пользуется метод плоских сечений, на основании которого действующие гидродинами-
ческие силы определяются вначале для каждого шпангоутного сечения судна. Двухмер-
ные задачи о качке шпангоутных контуров на мелководье были рассмотрены и в работах 
Урселла, Кейла, Такаки, Коханова, Элиса [2-5]. Решение задачи о качке судна на мелко-
водье в трехмерной постановке существует в ряде зарубежных работ. Так, в работе  
Оортмерссен [6] рассмотрена качка объектов на мелководье без хода. В работе Папани-
колао [7] сделана попытка учета скорости хода. Однако все эти работы отличаются ог-
раниченным числом полученных результатов. 

В настоящей работе рассматривается решение задачи о качке судна на мелководье 
в линейной постановке на основании трехмерного численного метода. В отечественной 
практике решение данной задачи в трехмерной постановке осуществлялось с помощью 
прикладных коммерческих пакетов, в связи с чем проблема остается актуальной. 
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Постановка задачи. Введем три системы координат (рис. 1). Неподвижная правая 
система 0 0 0O ξ η ζ  совпадает с невозмущенной свободной поверхностью жидкости. Для 

описания поверхности корпуса судна служит подвижная система координат 1O x y z , 

ось 1O z  которой проходит через центр тяжести (ЦТ) G судна. Для характеристики ко-

лебаний судна и жидкости используется третья система координат O ξ η ζ . Данная сис-
тема движется со скоростью судна U. В положении равновесия судна подвижные систе-
мы 1O x y z  и O ξ η ζ  совпадают.   

 
Рис. 1. Системы координат. 

 
Согласно принятым системам координат положение качающегося корабля в произ-

вольный момент времени определяется координатами его центра тяжести ξ η ,ζg g g,  и 

тремя углами θ,ψ,χ , которые и требуется определить в результате решения. 
Сформулируем общую краевую задачу для потенциала скорости движения жидкос-

ти ( )ξ,η,ζ, tΦ  в подвижной системе координат O ξ η ζ , в которой и описывается качка 

корабля как твердого тела. 
Потенциал скорости абсолютного движения жидкости ( )ξ,η,ζ, tΦ  должен удовлет-

ворять уравнению Лапласа, граничному условию на свободной поверхности: 
2 2 2

2
2 2

2 0 ζ 0
ξ ξ ζ

U U g ,
t t

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ ∂Φ− + − = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

граничному условию на смоченной поверхности: 
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[ ]
[ ] [ ]

1 2 3 4

5 6

cos( ξ) cos( η) cos( ζ) ηcos( ζ) ζcos( η)

ζcos( ξ) ξcos( ζ) ξcos( η) ηcos( ξ)

U n, U n, U n, U n, n,
n
U n, n, U n, n, ,

∂Φ = + + + − +
∂
+ − + −

             (1) 

где 1 0ξ 2 0η 3 0ζ 4 ξ 5 η 6 ζ; ; ; ω ; ω ; ωU V U V U V U U U .= = = = = = . 

Здесь �
0�0

�
0 ,, VVV  - проекции вектора поступательной скорости; ��� �,�,�  - проекции 

вектора мгновенной угловой скорости на соответствующие координатные оси. 
Граничное условие на бесконечности состоит, во-первых, в том, что при условии 

( )2 2ξ η+ → ∞  возмущения, вносимые в окружающую жидкость присутствием и кач-

кой корабля, должны затухать, т.е. функция ( )t,��	
	Φ  должна переходить в потенциал 
свободно распространяющихся волн; во-вторых, на дне водоема жидкость должна нахо-
диться в покое: 

0 ζ
ζ

, h
∂Φ = → −
∂

 

В соответствии с линейной теорией качки судна потенциал Φ  можно представить в 
виде следующей суперпозиции: 

,e)
�

,�,



(e)
�

,�,



(
6

1

�
7

�
0 j

j
j

titi U ϕϕϕ ∑
=

−− +⋅+⋅=Φ  

где 0ϕ  - потенциал набегающего волнения. 

Для случая жидкости конечной глубины h: 

0µ ( ξ c o sβ η s i n β )0
0

0

c h µ ( ζ )
ζ e

ω c h µ
i

W

g h
i

h
++ϕ = − , 

где � - курсовой угол; � - частота набегающего волнения; 0
� определяется из диспер-

сионного соотношения 

.th���
00

2

h
g

= ; 

7ϕ  - потенциал  дифрагированного движения жидкости; jϕ  - потенциал скорости 

возмущенного движения жидкости, обусловленного отдельными поступательными или  
вращательными колебаниями судна как твердого тела на поверхности спокойной воды. 

Таким образом, поставленная задача сводится к последовательному определению 
потенциалов jϕ , обусловленных колебаниями судна и потенциала дифрагированного 

волнения 7ϕ . 

Решение задачи. Построение решения сформулированной трехмерной задачи ос-
новано на использовании теоремы Грина, согласно которой для каждого потенциала 

jϕ , можно записать: 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1

1
ξ , η , ζ σ ξ , η , ζ ξ , η , ζ , ξ , η , ζ

4πi i

S

G dS ,ϕ = ∫∫
                         

(2) 
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где ( )1 1 1ξ, η, ζ, ξ , η , ζG  - функция Грина для пространственного пульсирующего  источ-

ника, расположенного в точке с координатами ( )1 1 1ξ , η , ζ ; i
� - его интенсивность, под-

лежащая определению. 
Функция  Грина определяется, согласно[8], для случая жидкости конечной глубины 

h, как: 

( )

( )
( )

1
1 1 1 0

1 0

2 2
0 0 0 1

0 02 2
0

1 1 2 ν e ch ζ ch ζ
ξ , η, ζ , ξ , η , ζ J

sh νch

µ ν chµ (ζ chµ (ζ
2π J (µ

µ ν ν

kh( k ) k ( h ) k( h )
G ( kR )dk

r r k kh kh

h ) h )
i R ),

h

∞ −+ + += + + +
−

− + +
+

− +

∫
   (3) 

где ( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1ξ ξ η η ζ ζr = − + − + −  - расстояние между точкой, находящейся в жид-

кости, и точкой, в которую помещен источник; ( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1 1ξ ξ η η ζ ζ 2r h= − + − + + +  - 
расстояние между точкой в жидкости и точкой, представляющей собой зеркальное от-

ражение источника относительно дна водоема; ( ) ( )2 2

1 1ξ ζ η ηR = − + − ; g

2��=  - 

волновое число. 
Выражение для функции Грина (3) может быть представлено, согласно Johh [8], в 

виде бесконечных рядов: 

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

1 1 1

2 2
0 0 0 1

0 0 0 02 2
0

2 2
k 1

02 2
1

ξ ,η ,ζ ,ξ ,η ,ζ

ν µ c hµ ζ c hµ ζ
2 π Y µ J µ

µ ν ν

µ ν µ ( ζ c o sµ ζ
4 K µ

µ ν

k k

k
k k

G

( h ) ( h )
( R ) i ( R )

h

c o s h ) ( h )
( R ) ,

h ν

∞

=

=

− + +
= − +

− +

+ + +
+

+ −∑

          (4) 

где k
�

 - положительные корни уравнения 0��� =+htg kk ; 00 Y,J  - функции 

Бесселя и Неймана. 
Выражение (4) для функции Грина более удобно при вычислениях и используется в 

большинстве практических случаев. Однако при R=0 функция Макдональда 0K  стре-

мится к бесконечности. То же самое имеет место и при малых значениях R, поэтому при 
1.0� ≤Rk  следует использовать выражение (3). Для расчета функции Грина, согласно 

данному выражению, необходимо применить теорему о вычетах, поскольку подынтег-
ральная функция имеет полюсы, ,321 �,...�,�,� kiiii . Тогда окончательный вид форму-

лы (3) при 1.0� ≤Rk  будет иметь вид: 

( )1 1 1

1 0

11

2 2
0 0 0 1

02 2
0

ξ,η,ζ,ξ ,η ,ζ

1 1 νcosµ µ sinµ sinµ cosµ ζ cosµ ζ I (µ
4π

2π µ ν chµ (ζ chµ (ζ
I (µ

µ ν ν

k k k k k k k

k k

k

G

( h h ) h ( h ) ( h ). R )

r r sin( h ) h

( ) h ) h )
i R )

( )h

∝

=

=

+ + += + −
− µ + ν

− + ++ ⋅
− +

∑  
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Неизвестная интенсивность источников σ (ξ,η,ζ)j  в (2) определяется из кинемати-

ческих граничных условий на поверхности тела S: 

7

6,...1
)
�

,�,
�

,
�����()

�
,�,

�
( 4

1
)
�����(!

2

1
0111111 =

=








∂
∂−

=
∂
∂+− ∫∫ j

j

n

n
dS

n

G j

s

j ϕ ,    (5) 

где 

1 2 3

4 5

6

ξ ; η ; ζ ;

η ζ ζ η ; ζ ξ ξ ζ ;

ξ η η ξ

n cos( n , ) n cos( n , ) n cos( n , )

n cos( n , ) cos( n , ) n cos( n , ) cos( n , )

n cos( n , ) cos( n , ).

= = =
= − = −
= −

 

Полученное уравнение (5) является интегральным уравнением Фредгольма второго 
рода относительно комплексной интенсивности источников. Для его численного реше-
ния смоченная поверхность объекта разбивается на конечное число плоских элементов – 
панелей. Граничные условия (1) записываются для центральной точки каждого элемен-
та. Данный подход трансформирует интегральное уравнение (5) в систему линейных ал-
гебраических  уравнений для неизвестных интенсивностей источников: 

7

6,..1"#4
1"

2
1

0
1 =

=

∂
∂−=∆

∂
∂+− ∑

= j

j

n

n
SG

n

jm

nnm

N

n
jnjm ϕ , 

где N - число элементов панелей; jn
$

 - интенсивность источника на n-м элементе;  

jm
%

 - интенсивность источника в контрольной точке, nS∆  - площадь n-го элемента; 

)(, 0mjm n
n ϕ

∂
∂−  - граничные условия, выполняемые в контрольной точке; nmG  - влияние 

n-го элемента на функцию Грина для m-й контрольной точки.  
После определения неизвестных интенсивностей потенциалы в каждой контроль-

ной точке могут быть найдены следующим образом: 

nnm

N

n
jnjm SG ∆= ∑

=1

&'4
1ϕ . 

Как было отмечено ранее, для решения сформулированной трехмерной задачи необ-
ходимо, прежде всего, представить смоченную поверхность судна как совокупность плос-
ких элементов или панелей. В настоящее время описание корпуса судна осуществляется 
обычно с помощью прямоугольных или треугольных панелей или их комбинаций. 

В настоящей работе выбрана аппроксимация треугольными панелями как обеспе-
чивающая лучшим образом неразрывность поверхности судна из-за хорошей состыков-
ки отдельных элементов между собой (рис.2). 

 

 
Рис. 2. Представление смоченной поверхности судна 60-й серии  

с помощью треугольных панелей. 
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Для каждой треугольной панели определяются координаты её центра 000 ,, zyx , 

составляющие внешней нормали к её поверхности zyx nnn ,, , площадь nS∆ . 

Определенные на основании вышеизложенного метода потенциалы позволяют пе-
рейти к вычислению давления и действующих на судно гидродинамических сил. 

Возмущающие силы и моменты находятся по формуле: 

ω ω

0 7 0 7ρ ω e ( ) ρe ( )
ξ

K K

k

i t i tk k
B K

S S

F i dS U dS
n n

− −∂ϕ ∂ ∂ϕ= − ϕ + ϕ − ϕ + ϕ
∂ ∂ ∂∫∫ ∫∫ ,  (6) 

где k=1, 2, 3, 4, 5, 6; ()*+,, UK −=  - кажущаяся частота. 
Инерционно-демпфирующие силы и моменты определяются как: 

kj
ti

S j
j

kj
KjK

ti

j
jk TUdS

n
iUUF KK .e)-..(e/ 06

1
0

206

1
0

−

=

−

=
∫∫ ∑∑ =

∂
∂

∂
∂

+−= ϕϕ
ϕ , 

где ∫∫ ∂
∂

∂
∂

+−=
S

kj
KjKkj dS

n
iUT

ϕϕ
ϕ )122(3 2 .                                                           (7) 

С другой стороны, инерционно-демпфирующие силы обычно представляют через 
коэффициенты присоединенных масс и демпфирования [1, 6]:  

kjKkjKkj iT 4565 2 +=                                           (8) 

Учитывая комплексную форму потенциалов jϕ  и приравнивая (7) и (8), получим: 

λ ρ ( ) ;
ω ξ

µ ρ ( ω )
ξ

k
kj j j

KS

k
kj K j j

S

U
Re Im dS

n

Im U Re dS .
n

∂ ∂ϕ= − ϕ − ϕ
∂ ∂

∂ ∂ϕ= − ϕ − ϕ
∂ ∂

∫∫

∫∫
                             (9) 

Система дифференциальных уравнений качки с учетом (6) и (9) будет иметь вид: 
ω

11 13 15 11 13 15 1

ω

22 24 26 22 24 26 2
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33 31 35 33 31 35 3

44 42

( λ )ξ λ ζ λ ψ µ ξ µ ζ µ ψ e
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i t
g g g g B

i t
g g B
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g g g g g f B
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−
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K
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i t
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ɺ ɺɺɺ ɺ
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  (10) 

где S - площадь действующей ватерлинии; M - масса судна; 00 ,Hh  - поперечная и про-

дольная метацентрические высоты; zzyyxx JJJ ,,  - центральные моменты инерции судна; 

fx  - абсцисса центра тяжести площади ватерлинии. 

Действительную часть решения системы (10) ищем в традиционном виде [1]: 

0 0 0ξ η ζ

0 θ 0 ψ 0 χ

ξ ξ s in (ω δ ) ; η η s in (ω δ ) ; ζ ζ s in (ω δ ) ;

θ θ s in (ω δ ) ; ψ ψ s in (ω δ ) ; χ χ s in (ω δ ) .

g g K g g K g g K

K K K

t t t

t t t

= + = + = +

= + = + = +
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Рис. 4. Значения присоединенных масс и демпфирования для танкера h/T=1.2. 

Рис. 3. Значения возмущающих сил и моментов для танкера при h/T=1.2. 
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Рис. 6. Амплитудно-частотные  характеристики качки судна 60-й серии при кусовом угле β=90°, Fr=0 в зависимости от разной глубины. 

Рис. 5. Амплитудно-частотные характеристики качки судна 60-й серии при кусовом угле β=180°, Fr=0.1 в зависимости от разной глубины. 

Продольно-горизонтальная качка Вертикальная качка Килевая качка 

Продольно-горизонтальная качка Вертикальная качка Бортовая качка 
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Рис. 7. Амплитудно-частотные характеристики качки судна 60-й серии при курсовом угле β=135°, Fr=0 в зависимости от разной глубины. 

Продольно-горизонтальная качка Поперечно-горизонтальная качка Вертикальная качка 

Бортовая качка Килевая качка Рысканье 
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Результаты расчетов. На основании изложенного метода была разработана  
программа, реализующая расчеты коэффициентов присоединенных масс, демпфирова-
ния, возмущающих сил и амплитуд различных видов качки. Результаты расчетов для  
нескольких судов были сопоставлены с экспериментальными данными. На рис. 3, 4 
представлены результаты сопоставлений расчетных и экспериментальных данных для 
танкера [6], из которых видно их хорошее согласование. 

На рис. 5-7 представлены результаты расчетов амплитудно-частотных характерис-
тик различных видов качки для судна 60-й серии в зависимости от изменения глубины 
водоема (h/T=1,3; h/T=2 и h/T=5). Расчеты проводились для трех характерных курсовых 
углов: 90, 135 и 180.   

На основании полученных результатов можно сделать следующие основные выводы: 
− уменьшение глубины фарватера приводит к увеличению амплитуд продольно-

горизонтальной, поперечно-горизонтальной, бортовой качки и рысканья независимо от 
курсового угла, но к уменьшению амплитуд вертикальной и килевой качки на курсовых 
углах, отличных от 90 градусов; 

− при расположении судна лагом (курсовой угол 90 градусов) происходит смеще-
ние резонанса вертикальной качки в область низких частот без значительного уменьше-
ния максимальных амплитуд; 

− амплитуды продольно-горизонтальной, поперечно-горизонтальной качки и рыс-
канья при уменьшении глубины стремятся к бесконечности при уменьшении частоты 
возмущения (см.рис. 5-7), что подтверждается экспериментальными результатами для 
других судов [3]. 

Таким образом, полученные результаты показывают значительное влияние мелко-
водья на амплитуды различных видов качки судна. Разработанная авторами программа в 
дальнейшем может быть использована не только для надводных судов, но и для подвод-
ных объектов, движущихся в условиях ограниченной глубины. 
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