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ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ АМОРТИЗИРУЮЩИХ  
И ДЕМПФИРУЮЩИХ УСТРОЙСТВ ПРИ ПОДЪЕМЕ ГРУЗА  
С БОЛЬШОЙ ГЛУБИНЫ В УСЛОВИЯХ ВОЛНЕНИЯ МОРЯ 

 
В настоящее время в связи с истощением запасов углеводородного сырья на суше наблюдает-
ся тенденция к освоению все более глубоких месторождений нефти и газа. При обустройстве 
таких месторождений выполняется значительное количество различных спуско-подъемных 
операций. На основе метода конечных интегральных преобразований Фурье решается задача 
о подъеме груза с большой глубины с учетом волновых и диссипативных процессов в подъ-
емном канате. Для уменьшения усилий в систему введены дополнительные амортизирующие 
и демпфирующие устройства. Дан анализ влияния этих устройств на максимальные усилия, 
реализуемые в системе в процессе подъема груза. 
 
Ключевые слова: подъем груза, волнение моря, канат, волновой процесс, амортизатор,  

демпфер, интегральные преобразования. 
 
 
Как правило, в расчетной судоподъемной практике предварительно натянутая уп-

ругая связь (канат) заменяется эквивалентной пружиной с заданной жесткостью. Вместе 
с тем для длинной связи ее инерция и конечная скорость распространения продольных 
упругих деформаций в ней могут влиять как на распределение усилий, так и на  динами-
ку поднимаемого объекта. 

Определение усилий при подъеме груза со дна моря с использованием длинной уп-
ругой связи (каната) в условиях волнения рассматривалось ранее в работах [1, 2], однако 
в них не учитывалась диссипация энергии за счет сил гидродинамического сопротивле-
ния и внутреннего трения, что, естественно, не позволяло дать оценку как усилий в свя-
зи, так и максимальных перемещений объекта вблизи резонансных режимов. В работе 
[3] воздействие гидродинамических сил на поднимаемый объект учтено на основе так 
называемого метода двухволнового представления движения, разработанного 
О.А. Горошко [4]. Но пренебрежение силами внутреннего трения в материале каната 
приводит к некорректным значениям усилий и амплитуд колебаний при резонансных 
режимах на высших гармониках, которые при достаточно длинной связи могут иметь 
место. Учет сил внутреннего трения в материале каната при развитии подхода, предло-
женного в [3], представляется весьма затруднительным. Кроме того, во всех перечис-
ленных работах волнение предполагалось регулярным, что, естественно, накладывает 
ограничение на применимость получаемых результатов. В наиболее полной постановке 
подобная задача рассмотрена в [5], однако сила внутреннего трения в материале каната 
там условно заменена внешней распределенной силой вязкого сопротивления, а введен-
ные с систему амортизирующие и демпфирующие устройства рассматриваются лишь в 
предположении безынерционности связи, то есть без учета волновых процессов в длин-
ном подъемном канате.  

Для решения задачи подъема груза с учетом сил гидродинамической природы и 
внутреннего трения в материале каната использован метод конечных интегральных пре-
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образований Фурье; предложен подход постепенного усложнения математической моде-
ли. Сначала рассмотрена задача подъема груза без учета диссипации энергии, затем про-
изводится учет силы гидродинамического сопротивления, действующей на груз, на ос-
нове метода конечных интегральных преобразований Фурье. Для решения задачи о 
подъеме груза без учета внутреннего трения в канате метод конечных интегральных 
преобразований может показаться несколько избыточным, однако все его преимущества 
проявляются при решении задачи в «полной постановке» с учетом как сил гидродина-
мического сопротивления  груза, так и сил внутреннего трения в канате. На основе пред-
ложенного подхода строятся передаточные функции и определяются усилия в упругой 
связи при подъеме (опускании) груза в условиях нерегулярного волнения. Уменьшение 
динамических усилий в канате в процессе подъема груза может быть осуществлено за 
счет введения в систему упругого амортизатора или за счет компенсатора вертикальных 
перемещений. Проведен анализ влияния этих устройств на максимальные значения уси-
лий, которые реализуются в процессе подъема груза.  

 
Продольные колебания в канате при спуско-подъемных операциях  

без учета диссипативных сил 
 
При определении усилий и перемещений в канате в процессе спуско-подъемной 

операции будем предполагать, что наличие подвешенного груза не влияет на перемеще-
ние судна. Колебания точки подвеса груза в первом приближении можно задать как гар-
моническую функцию времени, амплитуда и частота которой определяются кинемати-
ческими параметрами судна при воздействии волнения. Пусть точка подвеса каната на 
судне движется по закону tA ωsin  от регулярной качки обеспечивающего судна, а груз 
висит на канате длиной L  (рис. 1). 

Пусть s – координата какого-либо сечения 
каната в начальном его положении; ( )u s,t  – 
продольное перемещение этого сечения от на-
чального положения. 

Начальное состояние каната – статически 
растянутое под действием сил тяжести груза и 
каната с учетом сил плавучести. Продольные 
колебания каната без учета диссипативных сил 
описываются волновым уравнением: 

2

2
2

2

2

s

u
a

t

u

∂
∂=

∂
∂

, 

где ρa E=  – скорость звука в канате, здесь 

[ ]E, Н  – модуль Юнга каната, равный произве-
дению модуля Юнга материала каната на пло-
щадь поперечного сечения, занимаемого волок-
нами; ρ [ ], кг / м  – масса единицы длины каната. 

Примем следующие граничные условия. 
Колебания верхнего конца каната соответствуют закону движения точки крепления от 
качки судна: tAtu ωsin),0( = . Натяжение на нижнем конце каната равно силам инерции 
груза. Влиянием сопротивления воды, как уже говорилось, пренебрегаем. Тогда: 

LsLs t

u
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u
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== ∂
∂−=
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Рис. 1. Расчетная схема. 
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где λM m= +  – виртуальная масса груза равная сумме масс груза и присоединенной массы 
жидкости при вертикальных колебаниях. Вынужденные колебания системы ищем в виде: 

ω ω
( ) ( cos sin )sinω

s s
u s,t K N t

a a
= + ,                                            (1) 

граничное условие на верхнем конце дает AK = . Теперь подстановка (1) во второе гра-
ничное условие приводит к соотношению для определения N : 

2cos cos sin sin
L L L L

E sin t A cos N M A N t
a a a a a a

ω ω ω ω ω ω   ω − + = + ω ω      
; 

cos sin

cos sin

L E L
M

a a aN A
E L L

M
a a a

ω ωω +
= ω ω− ω

.                                                  (2) 

Подставляя выражение (2) в (1) получим соотношение, определяющее перемеще-
ние сечений каната при колебаниях: 

sin cos
sin cos sin

cos sin

L M a L
s s a E au( s,t ) A t

L M a La a
a E a

ω ω ω + ω ω= ω + ⋅ ω ω ω
 −
 

.                          (3) 

Динамическое приращение натяжения теперь может быть найдено на основе соот-

ношения: 
s

u
ETdin ∂

∂= . Тогда сила натяжения в любом сечении каната определяется как 

сумма статической и динамической составляющей: 

[ ]( ) ( )( )glob w w cb

u
T s,t g m V V L s E

s

∂= − ρ + ρ − ρ ∆ − +
∂

, 

где wρ  – плотность воды; V  – объем груза; cbV∆  – объем воды, вытесняемый одним по-

гонным метром каната. Статическая составляющая представляет собой разность сил тя-
жести и сил плавучести для груза и каната, расположенного ниже рассматриваемого се-
чения, а динамическая составляющая натяжения зависит от колебаний верхнего конца 
каната. Приведенное здесь решение является частным случаем решения [3], где на осно-
ве метода двухволнового представления движения учитывается также вклад сил гидро-
динамического сопротивления груза. 

Рассмотрим случай обращения в ноль знаменателя в выражении (3). Обозначим 
ω

µ
L

a
= , тогда будем иметь: 

cos sin
M a

E

ωµ = µ    или   tg
E EL

Ma Ma L
µ = =

ω ω
; 

Домножая на 2a , получим: 

2 tg
a EL

a
L M

µ = ⋅
ω

  или   
2

1
tg

EL EL L

a M E M M

ρ ρµ µ = = =                            (4) 

Выражение в правой части (4) представляет собой отношение массы каната к вир-
туальной массе груза. Решая уравнение (4), определим корни 1 2 µk, ,..., ,...µ µ  и, тем самым, 

определим спектр собственных частот системы «канат – груз» 
µk

k

a

L
ω = с учетом инер-

ционных характеристик каната и волновых процессов в нем. 



Об использовании…устройств… 

 25 

В частном случае, когда масса каната пренебрежимо мала по сравнению с массой 

груза, учитывая малость µ , можем записать: 2
2

1
µ

EL

a M
=  или 

ω 1L EL

a a M
= , и тогда 

ω
E

LM
= , что совпадает с собственной частотой системы с одной степенью свободы, в 

которой упругая связь представлена в виде невесомой пружины с жесткостью 
L

E
. Так 

как в данном случае предполагалось отсутствие диссипативных сил, при резонансных 
режимах в системе происходит неограниченный рост амплитуд колебаний. 

Как показано в [3], учет переменности длины каната при подъеме (спуске) опреде-

ляется поправкой в волновом уравнении пропорциональной 
ω

( )L t
a
ɺ . Скорости подъема 

(спуска) глубоководных технических средств обычно не превышают 100 м/мин (1.7 м/с), 
а для плавучих кранов большой грузоподъемности нескольких метров в минуту. Частота 
спектра волнения практически укладывается в диапазон 2<  с-1. Скорость звука в сталь-
ных канатах более 4000 м/с, а в синтетических около 500 м/с. Эти данные позволяют 

оценить для стальных канатов 
ω

( ) 0 001L t .
a

<ɺ , а для синтетических 
ω

( ) 0 01L t .
a

<ɺ . Таким 

образом, при реальных скоростях подъема можно пренебречь эффектами, связанными с 
изменением длины каната, и решать задачу при последовательном задании различных 
постоянных длин каната в процессе подъема (спуска). Гидродинамическую силу, обус-
ловленную движением груза в толще воды с постоянной скоростью, следует учитывать в 
выражении для статической составляющей натяжения.   

 
Использование метода конечных интегральных преобразований Фурье  

для расчета продольных колебаний каната с учетом сил  
гидродинамического сопротивления груза 

 
Решим задачу предыдущего пункта на основе метода конечных интегральных пре-

образований Фурье. Данное решение в дальнейшем будет развито с учетом сил внутрен-
него трения в материале каната. 

Рассмотрим решение волнового уравнения 
2

2
2

2

2

s

u
a

t

u

∂
∂=

∂
∂

 при следующих граничных 

условиях: 1( ) ( )u L,t t= µ ; 2(0 ) ( )u ,t t= µ . С помощью замены переменной перейдем от зада-

чи решения однородного волнового уравнения с неоднородными граничными условиями 
к решению неоднородного волнового уравнения с однородными граничными условиями.  

Пусть 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 1
s s

v s,t u s,t t t
L L

 = − µ ⋅ − µ − 
 

.                                                               (5) 

Тогда волновое уравнение записывается в виде:  
2 2 2 2

2 1 2
2 2 2 2

µ
1

v v d s d s
a

t s dt L dt L

∂ ∂ µ  = − ⋅ − − ∂ ∂  
.                                     (6) 

Уравнение (6) имеет однородные граничные условия 0),0( =tv ; 0),( =tLv . 
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Домножим уравнение (6) на sin
p

s
L

π
 и проинтегрируем в пределах от 0 до L . При 

этом одной верхней чертой над буквой будем обозначать синус-изображение исходной 
функции по Фурье:  

2 2

2 2
0 0

sin sin
L Lv p p

sds v sds
t L t L

∂ π ∂ π=
∂ ∂∫ ∫ ; 

2 2 2

2 2
0

sin
L v p p

sds v ;
s L L

∂ π π= −
∂∫  

2 2
1 1

2 2
0

sin 1
L

pd s p s d L
ds ( )

dt L L dt p

µ π µ− ⋅ = −
π∫ ;     

2 2
2 2

2 2
0

sin 1
L

pd s p s d L
ds ( )

dt L L dt p

µ π µ− ⋅ = − −
π∫ ; 

2 2
2 2

2 2
0

sin ( 1) 1
L

pd p s d L
ds

dt L dt p

µ π µ
 − = − − π∫ . 

В итоге приходим к следующему уравнению для изображения: 
2 2 2 2 2 2

1 2
2 2 2 2

( 1)pd v a p d L d L
v

dt L dt p dt p

π µ µ+ = − −
π π

.                                (7) 

Как и ранее, будем предполагать кинематическое возбуждение верхней точки креп-
ления каната: 2( ) (0 ) sint u ,t A tµ = = ω . Так как собственные колебания системы «канат-

груз» затухают из-за наличия диссипативных сил, будем искать установившиеся вынуж-
денные колебания груза с частотой, соответствующей частоте возбуждения: 

1 1 2( ) cos sint B t B tµ = ω + ω . Подставляя 1µ , 2µ  в (7), получим: 

2 2 2
2 2 2

1 22 2
cos sin ( 1) sinpd v E p L L

v B t B t A t
dt L p p

π
 + = − ω ω − ω ω − + ω ω ρ π π

.                (8) 

Решение этого уравнения будем искать в виде: 1 2( ) ( )cos ( )sinv p D p t D p t= ω + ω . 

Подставляя это выражение в (8), получим:  
2 2 2 2

2 2
1 2 1 22 2

2 2 2
1 2

( ) cos ( ) sin ( )cos ( )sin

( 1) cos ( 1) sinp p

E p E p
D p t D p t D p t D p t

L L

L L L
B t B A t

p p p

π π− ω ω − ω ω + ω + ω =
ρ ρ

   = − ω − ω + − ω − + ω ω   π π π   

. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых тригонометрических функциях, при-
дем к соотношениям для определения )(1 pD  и )(2 pD : 

2 2
2 2

1 1 2( ) ( 1)pL E p
D p B

p L

 π= − ω − − ω π ρ 
;  

2 2 2
2

2 2 2( ) ( 1)p L E p
D p A B

p L

 ω π
 = − − − ω   π ρ 

.  (9) 

Применяя обратное синус-преобразование Фурье, будем иметь: 

[ ]1 2
1

2
( ) ( )cos ( )sin sin

p

p s
v s,t D p t D p t

L L

∞

=

π= ω + ω∑ . 
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Переходя от переменной v  к переменной u , получим: 

1 2
1 1

1 2 1 2

2 2
( ) ( )sin cos ( )sin sin

cos sin 1 sin ( )cos ( )sin

p p

p s p s
u s,t D p t D p t

L L L L

s s s
B t B t A t R s t R s t.

L L L

∞ ∞

= =

π π= ω + ω +

 + ω + ω + − ω = ω + ω 
 

∑ ∑
            (10) 

Тогда динамическая составляющая натяжения будет равна: 

[ ]

[ ]

1 2

1 2
1

( ) cos sin sin

2
( )cos ( )sin cos

din

p

u E E
T s,t E B t B t A t

s L L
E p p s

D p t D p t ,
L L L

∞

=

∂= = ω + ω − ω +
∂

π π+ ω + ω∑
,                           (11) 

а динамическая составляющая натяжения в точке крепления каната к грузу: 

[ ] [ ]1 2 1 2
1

2
( ) cos sin sin 1 ( )cos ( )sinp

din
p

E E E p
T L,t B t B t A t ( ) D p t D p t

L L L L

∞

=

π= ω + ω − ω + − ω + ω∑ . 

Уравнение движения груза с учетом гидродинамического воздействия воды на груз 

имеет вид:                                     
2

1 1
2

( ) 0din

d d
M T L,t

dt dt

µ µ+ β + = ,                                         (12) 

где β  – линеаризованный коэффициент гидродинамического сопротивления груза. 

Подставляя 1( )tµ , получим: 

[ ] [ ]

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1

cos sin sin cos

2
cos sin sin ( 1) ( )cos ( )sin 0p

p

MB t MB t B t B t

E E E p
B t B t A t D p t D p t .

L L L L

∞

=

− ω ω − ω ω − β ω ω + β ω ω +
π+ ω + ω − ω + − ω + ω =∑

  (13) 

С учетом выражений (9) будем иметь: 
2 2

1 1 1
1 2 2

21 1
2

1
( 1) ( )p

p p

B L B LS
p D p

E p

L

∞ ∞

= =

ω ω− = − = −
ππ π− ω

ρ

∑ ∑ ,                           (14) 

где 1 2 2
21

2

1

ρ

p

S
E p

L

∞

=

=
π − ω

∑ ; 

2 2 2 2
2 2 2 1

2 2 2 2 2
2 21 1 1

2 2

1 1
( 1) ( ) ( 1)p p

p p p

L A B L L AS B LS
p D p

E p E p

L L

∞ ∞ ∞

= = =

ω ω ω ω− = − − = −
π ππ π π π− ω − ω

ρ ρ

∑ ∑ ∑ , (15) 

где ∑
∞

= −
−=

1 2
2

222

1
)1(

p

p

L

pE
S

ωπ
ρ

. 
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С учетом соотношений (14), (15), выделяя в уравнении (13) коэффициенты при 
одинаковых тригонометрических функциях, получим систему для определения 1B  и 2B : 

2 2
1 1 2

2 2
2

1 1 2 2

2
ω 0

2 2

E E
M S B B

L L

E E EA E
( )B M S B S A

L L L L

  − ω + − + βω = 
 


 ω ω −βω + − ω + − = −   

. 

Тогда 
A

sRsR

A

su )()()( 2
2

2
1max

+
= . А на основе соотношения (11) может быть опре-

делена и максимальная динамическая составляющая натяжения для различных сечений 

каната: max

разр

( )dinT s

T
. Ряды (14), (15) обладают хорошей сходимостью и при удержании даже 

семи членов в рядах результаты расчетов практически совпадают с результатами, полу-
ченными по методике [3], что подтверждает адекватность метода конечных интеграль-
ных преобразований Фурье для решения данной задачи.   

 
Учет сил внутреннего трения в канате  

при расчете вынужденных колебаний системы «канат – груз» 
 
Учтем теперь в уравнениях вынужденных колебаний системы «канат-груз» силы 

внутреннего трения в материале каната.  
Физическая природа силы внутреннего трения связана с необратимыми микропро-

цессами, происходящими в структурном строении материала каната и в микрообластях 
контакта отдельных его проволок. При продольном натяжении каната происходит более 
плотная упаковка проволок, и возникающие при этом местные пластические деформа-
ции и относительные сдвиги поверхностей вносят дополнительные источники рассеива-
ния энергии при деформациях. С другой стороны, при более плотной упаковке проволок 
в канате затрудняется их взаимное проскальзывание, что уменьшает рассеивание энер-
гии. Ввиду действия многих факторов точно построить функцию рассеивания энергии 
не представляется возможным. В данной работе для учета силы внутреннего трения ис-
пользовалась гипотеза Фойгта, согласно которой сила внутреннего трения пропорцио-
нальна скорости деформации элемента каната.  

Уравнение движения элемента каната с учетом сил внутреннего трения может быть 
записано в виде: 

2 2 3
2

2 2 2

µu u E u
a

t s t s

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ρ ∂ ∂

,                                                   (16) 

где µ  – коэффициент вязкого трения в гипотезе Фойгта. 
В работе [6], показано, что коэффициент µ  практически не зависит от амплитуды 

колебаний динамических усилий, однако в сильной степени зависит от среднего (стати-
ческого) натяжения ввиду того, что при увеличении натяжения возрастает взаимное 
сжатие проволок каната и уменьшается их относительное проскальзывание. Согласно 
[6], зависимость коэффициента вязкого трения µ  от среднего растягивающего напряже-
ния σ  может быть аппроксимирована следующей формулой: 

410
75,03500

23000
5,0 −⋅









+
+=

σ
µ , 
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здесь σ  выражается в кг/см2. Экспериментом установлено, что с увеличением натяжения 
коэффициент µ  уменьшается примерно в 4-7 раз, приближаясь асимптотически к 0µ  ко-

эффициенту вязкости для отдельной проволоки. 
Как и прежде, перейдем от переменной u  к переменной v  с помощью соотношения 

(5). Тогда уравнение (16) запишется в виде: 
2 2 3 2 2

2 1 2
2 2 2 2 2

µ
1

v v E v d s d s
a

t s t s dt L dt L

∂ ∂ ∂ µ µ  = + − ⋅ − − ∂ ∂ ρ ∂ ∂  
.                              (17) 

Уравнение (17) имеет однородные граничные условия: 0),0( =tv ; 0),( =tLv . 
Применяя метод конечных интегральных преобразований, приходим к следующе-

му уравнению для изображения: 
2 2 2 2 2 2

1 2
2 2 2 2

( 1)pd v dv a p d L d L
n v

dt dt L dt p dt p

π µ µ+ + = − −
π π

ɶ ,                             (18) 

где 
2 2

2

µp E
n

L

π=
ρ

ɶ . 

Подставляя в явном виде выражение для 1( )tµ  и 2( )tµ , будем иметь: 

2 2 2 2
2 2 2

1 22 2
cos sin ( 1) sinpd v dv a p L L

n v B t B t A t
dt dt L p p

π
 + + = − ω ω − ω ω − + ω ω  π π

ɶ .         (19) 

Уравнение (19) при фиксированном p представляет собой уравнение вынужденных 
колебаний системы с одной степенью свободы с учетом затухания. Видим, что отноше-

ние коэффициента затухания n~  к собственной частоте системы 
πap

L
 прямо пропорцио-

нально p . Таким образом, при учете внутреннего трения в канате высшие гармоники 
интенсивно затухают. Как и ранее, ищем решение для )( pv  в виде: 

1 2( ) ( )cos ( )sinv p D p t D p t= ω + ω . Подставляя в (19), получим: 

[ ]
2 2

2 2
1 2 1 22

2 2 2 2

1 22 2

2 2 2
1 2

( ) cos ( ) sin ( ) sin ( ) cos

( )cos ( )sin

( 1) cos ( 1) sinp p

p E
D p t D p t D p t D p t

L

E p E p
D p t D p t

L L

L L L
B t B A t.

p p p

π µ− ω ω − ω ω + − ω ω + ω ω +
ρ

π π+ ω + ω =
ρ ρ

   = − ω − ω + − ω − + ω ω   π π π   

 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых тригонометрических функциях, по-
лучим систему уравнений для определения )(1 pD  и )(2 pD : 





=+
=+

)()()()()(

)()()()()(

2222121

1212111

pbpDpapDpa

pbpDpapDpa
, 

где 
2 2

2
11 22 2

( ) ( )
E p

a p a p
L

π= = − ω
ρ

; 
2 2

12 2
( )

p E
a p

L

π µ= ω
ρ

; 
2 2

21 2
( )

p E
a p

L

π µ= −ω
ρ

; 

2
1 1( ) ( 1)pL

b p B
p

= − ω −
π

; 2 2
2 2( ) ( 1)pL L

b p B A
p p

= − ω − + ω
π π

.   
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Определитель системы: 
22 2 2 2

2 2
2 2

( ) 0
E p p E

p
L L

   π π µ∆ = − ω + ω ≠   ρ ρ   
. 

Применяя правило Крамера: 
2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 22 2

11 1 12 2 1

( ) ( 1) ( 1)

( ( ) ( ) ;

p pL E p p E L L
p B B A

p L L p p

f p )B f p B d p A

   π π µ∆ = − ω − − ω − ω − ω − + ω =   π ρ ρ π π  

= + +
 

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 12 2

21 1 22 2 2

( ) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( )

p pL L E p p E L
p B A B

p p L L p

f p B f p B d p A.

    π π µ∆ = − ω − + ω − ω + ω − ω − =    π π ρ ρ π    

= + +
 

Тогда: A
p

pd
B

p

pf
B

p

pf

p

p
pD

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(
)( 1

2
12

1
111

1 ∆
+

∆
+

∆
=

∆
∆

= ;                                                   (20) 

A
p

pd
B

p

pf
B

p

pf

p

p
pD

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(
)( 2

2
22

1
212

2 ∆
+

∆
+

∆
=

∆
∆

= .                              (21) 

Как и ранее, применяя обратное синус-преобразование Фурье будем иметь: 

[ ]1 2
1

2
( ) ( )cos ( )sin sin

p

p s
v s,t D p t D p t

L L

∞

=

π= ω + ω∑ ,                                   (22) 

и перемещения в канате определяются согласно (10).  
Тогда динамическая составляющая натяжения будет равна: 

[ ] [ ]

[ ]

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1

1 2 1
1

( ) ( )
( )

2
( )cos ( )sin cos cos sin sin

2
( )sin ( )cos cos sin

din

p

p

u u v t t v E d E d
T s,t E E E E E E

s s t s L L s t L dt L dt
E p p s E E

D p t D p t B t B t A t
L L L L L

E p p s E
D p t D p t B t

L L L L

∞

=

∞

=

∂ ∂ ∂ µ µ ∂ µ µ µ µ= + µ = + − + µ + − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

π π= ω + ω + ω + ω − ω +

µ πω π µ+ − ω + ω + − ω ω

∑

∑ [ ]2 cos cos
E

B t A t,
L

µ+ ω ω − ω ω

 

а динамическая составляющая натяжения в точке крепления каната к грузу: 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

1 2 1 2
1

1 2 1 2
1

2
( ) ( 1) ( )cos ( )sin cos sin sin

2
( 1) ( )sin ( )cos sin cos cos

p
din

p

p

p

E p E E
T L,t D p t D p t B t B t A t

L L L L

E p E E
D p t D p t B t B t A t

L L L L

∞

=

∞

=

π= − ω + ω + ω + ω − ω +

µ πω µ µ+ − − ω + ω + − ω ω + ω ω − ω ω

∑

∑
 (23) 

Подставляя 1( )tµ в уравнение движения груза (12), получим: 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1

1 2 1 2
1

cos sin sin cos

2
( 1) ( )sin cos sin sin

2
( 1) ( )sin ( )cos sin cos cos 0

p

p

p

p

MB t MB t B t B t

E p E E
D ( p )cos t D p t B t B t A t

L L L L

E p E E
D p t D p t B t B t A t

L L L L

∞

=

∞

=

− ω ω − ω ω −β ω ω +β ω ω +
π+ − ω + ω + ω + ω − ω +

µ πω µ µ+ − − ω + ω + − ω ω + ω ω − ω ω =

∑

∑

 

или с учетом выражений (20), (21): 
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[ ]

2 2
1 2 1 2

11 12 1
1 2 1 22

1

21 22 2
1 22

1

cos sin sin cos

2 ( ) ( ) ( )
cos sin sin cos ( 1)

( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )
sin ( 1)

( ) ( ) ( )

p

p

p

p

MB t MB t B t B t

E E E f p f p d p
B t B t A t t p B B A

L L L p p p

E f p f p d p
t p B B A

L p p p

∞

=

∞

=

− ω ω − ω ω −β ω ω +β ω ω +

 π+ ω + ω − ω + ω − + + + ∆ ∆ ∆ 

 π+ ω − + + − ∆ ∆ ∆ 

∑

∑

[ ]

11 12 1
1 22

1

21 22 2
1 22

1

1 2

2 ( ) ( ) ( )
sin ( 1)

( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )
cos ( 1)

( ) ( ) ( )

sin cos cos 0

p

p

p

p

E f p f p d p
t p B B A

L p p p

E f p f p d p
t p B B A

L p p p

E E
B t B t A t .

L L

∞

=

∞

=

 µ πω− ω − + + + ∆ ∆ ∆ 

 µ πω+ ω − + + + ∆ ∆ ∆ 

µ µ+ − ω ω + ω ω − ω ω =

∑

∑

 (24) 

Выделяя в уравнении (24) коэффициенты при одинаковых тригонометрических 
функциях, получим систему для определения 1B  и 2B : 

2 11 12 1
1 2 1 1 22 2 2

1 1 1

21 22 2 2
1 22 2 2

1

2 ( ) 2 ( ) 2 ( )
( 1) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( )

2 ( ) 2 ( ) 2 ( )
( 1) ( 1) ( 1) 0

( ) ( ) ( )

p p p

p p p

p p p

p p

E E f p E f p E d p
MB B B B p B p A p

L L p L p L p

E f p E f p E d p EB EA
B p B p A p

L p L p L p L L

∞ ∞ ∞

= = =

∞

= =

π π π− ω + β ω+ + − + − + − +
∆ ∆ ∆

µ πω µ πω µ πω µ ω µ ω+ − + − + − + − =
∆ ∆ ∆

∑ ∑ ∑

∑
1 1

2 21 22 2
2 1 2 1 22 2 2

1 1 1

11 12 1 1
1 22 2 2

2 ( ) 2 ( ) 2 ( )
( 1) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( )

2 ( ) 2 ( ) 2 ( )
( 1) ( 1 ( 1) 0

( ) ( ) ( )

p

p p p

p p p

p p p

p

E E E f p E f p E d p
MB B B A B p B p A p

L L L p L p L p

E f p E f p E A d p E B
B p B p ) p

L p L p L p L

∞ ∞

=

∞ ∞ ∞

= = =

π π π− ω −β ω+ − + − + − + − −
∆ ∆ ∆

µ πω µ πω µ πω µ ω− − − − − − − =
∆ ∆ ∆

∑ ∑

∑ ∑ ∑

1 1 1p p

∞ ∞ ∞

= = =















∑ ∑ ∑

. 

Определив 1B  и 2B , можно построить зависимости максимальных перемещений в 

канате 
A

sRsR

A

su )()()( 2
2

2
1max

+
=  и максимальной динамической составляющей натяжения 

max

разр

( )dinT s

T
 для различных сечений каната в зависимости от частоты возбуждения ω . Здесь: 

2 2

2 2 2
max 1 2 1 1 2 2

1 1

2 2
( ) ( ) ( ) ( )sin ( )sin 1

p p

p s s p s s s
u s R s R s D p B D p B A

L L L L L L L

∞ ∞

= =

   π π  = + = + + + + −    
    

∑ ∑ ; (25) 

2

2
max 1 1 2 2

1 1

2

2 2 1 1
1 1

2 2
( ) ( )cos ( )cos

2 2
( )cos ( )cos

din
p p

p p

E p p s E E p p s E E
T s D p B D p B A

L L L L L L L L L

E p p s E E E p p s E
D p B A D p B .

L L L L L L L L L

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

 π π µ πω π µ µ= + + + ω− ω + 
 

 π π µ πω π µ+ + − − − ω 
 

∑ ∑

∑ ∑

(26) 

В качестве примера рассматривался стальной канат ¾ дюйма 6×19 (7×7IWRC) с по-
гонной массой 1 59кг/м.ρ = , модулем упругости 71 97 10НE .= ⋅  и разрывным усилием 

разр 150кНТ = . Амплитуда колебаний точки подвеса на судне принималась 0 2мA .= . 

Предполагалось, что виртуальная масса груза 1000кгМ = . Линеаризованный коэффи-
циент гидродинамического сопротивления груза определялся из условия равенства ра-
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бот, совершаемых силами квадратичного и линейного гидродинамического сопротивле-
ния груза за один период колебаний [2]:  

4
β

3 w s gc S A= ρ ω
π

, 

где sc  – коэффициент квадратичного гидродинамического сопротивления груза (принимал-

ся равным 1); gS  – площадь груза в плане принималась 0.5 м. На рис. 2-4 представлены за-

висимости безразмерных максимальных перемещений сечений каната 
A

su )(max  и безразмер-

ных максимальных динамических составляющих усилий по длине каната в зависимости от 
частоты возбуждения для канатов длиной L  = 3000, 1500 и 300 м соответственно.  

       
Рис. 2. Безразмерные максимальные перемещения и усилия в канате при 3000мL = . 

        
Рис. 3. Безразмерные максимальные перемещения и усилия в канате при 1500мL = . 

 
Видно, что по мере увеличения длины каната увеличивается число резонансных 

режимов в заданном интервале частот возбуждения и наблюдается тенденция смещения 
высших собственных частот системы к частотам спектра морского волнения. Силы 
внутреннего трения в канате значительно подавляют резонансные режимы на высших 
гармониках. Так, для 3000мL =  значение максимальной динамической составляющей 

натяжения в канате составляет около 41  от разрывного усилия (см.рис. 2), в то время 
как без учета сил внутреннего трения при прочих равных условиях значение максималь-
ной динамической составляющей натяжения превышает максимальное разрывное уси-
лие более чем в два раза. По мере уменьшения длины каната (см.рис. 3, 4) происходит 
увеличение максимальных перемещений и максимальных динамических усилий при ре-
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зонансных режимах. Так, при 300мL =  максимальное  динамическое натяжение при 
резонансе на основной собственной частоте более чем в два раза превышает разрывное 
усилие каната. 

    
Рис. 4. Безразмерные максимальные перемещения и усилия в канате при 300мL = . 

 
На рис. 5, 6 представлены графики изменения безразмерных максимальных динами-

ческих усилий в канате по мере изменения его длины при заданных частотах возбуждения. 
Графики на рис. 5 позволяют сделать вывод о том, что для заданных параметров 

при реализуемых на практике частотах возбуждения ( 12 c−ω ≤ ) система находится или в 
дорезонансной области или имеет место резонанс на основной собственной частоте, при 
этом максимальное динамическое усилие не превышает разрывного усилия каната. По 
мере увеличения частоты возбуждения (см. рис. 6) наблюдается превышение макси-
мального динамического усилия над разрывным при резонансе на основной собственной 
частоте, а также (для 14 c−ω = ) появление резонансного режима на второй собственной 
частоте системы.  

Частотное уравнение (4) позволяет дать предварительную оценку возможного ко-
личества резонансных режимов при заданных параметрах системы. Запишем (4) в виде: 

tg
L L L

a a M

ω ω ρ= . 

Корни этого уравнения по мере уменьшения (увеличения) длины каната должны 
располагаться между асимптотами функции tg, то есть в интервалах между точками 

3 5
[0 ]

2 2 2

a a a
L , , , ,...

π π π=
ω ω ω

. С учетом этого возможна следующая предварительная оценка 

количества собственных частот системы: 
ω 1

2

L
k

a
< −

π
. При 1<k  имеется одна собствен-

ная частота; при 2<k  – не более двух собственных частот; при 3<k  – не более трех 
собственных частот системы «канат-груз» и т.д. Таким образом, при использовании син-
тетических канатов, за счет значительно меньшей скорости звука в них по сравнению со 
стальными, при прочих равных условиях происходит значительное увеличение количес-
тва резонансных режимов по мере уменьшения (увеличения) длины каната. Однако ос-
новное влияние на значения максимальных динамических усилий при резонансах здесь 
также будут оказывать силы внутреннего трения в материале каната.    
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Рис. 5. Максимальные безразмерные усилия в канате при подъеме груза:  

слева - 11 c−ω = ; справа - 12 c−ω = . 
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Рис. 6. Максимальные безразмерные усилия в канате при подъеме груза:  

слева - 13 c−ω = ; справа - 14 c−ω = . 
 

 
Определение усилий в канате при подъеме (опускании) груза  

в условиях нерегулярного волнения 
 
Рассмотрим теперь решение задачи о подъеме (опускании) груза с большой глуби-

ны моря в условиях нерегулярного волнения. Судно на нерегулярном морском волнении 
совершает нерегулярную качку. Общепринятой является модель качки, рассматриваю-
щая преобразование входного процесса (волнения) с помощью динамической системы 
(судна). Все виды качки судна представляют собой выходной процесс динамической 
системы, на  вход которой подается воздействие в виде стационарного случайного про-
цесса. В  рамках линейной теории качающееся судно сводится к стационарной линейной 
системе. Так как волнение является нормальным стационарным случайным процессом с 
нулевым математическим ожиданием, то любой вид качки как выходной процесс в ста-
ционарной линейной системе представляет собой нормальный случайный процесс, ко-
торый полностью определяется единственной характеристикой – дисперсией. 

Расчет вероятностных характеристик качки по заданным вероятностным характе-
ристикам волнения выполняется на основании формулы: 

2
( ) Ф ( ) ( )A АS i Sς→ ςω = ω ω , 
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где ( )Sζ ω  – спектральная плотность входного процесса (волнения); ( )AS ω  – спектраль-

ная плотность выходного процесса (в нашем случае колебаний точки подвеса); 
( )

Ф ( )А

A
i

rς→
ωω =  – модуль передаточной функции, определяемый как отношение 

амплитуд выходного процесса (колебаний точки подвеса) к амплитуде волнения (вход-
ного процесса). Дисперсия выходного процесса определяется по формуле: 

2

0 0

( ) Ф ( ) ( )A A АD S d i S d
∞ ∞

ς→ ς= ω ω = ω ω ω∫ ∫ . 

Таким образом, при заданной спектральной плотности морского волнения для оп-
ределения спектральной плотности колебаний точки подвеса необходимо построение 

передаточной функции  Ф ( )А iς→ ω , что требует решения соответствующих уравнений 

движения судна на регулярном волнении или проведения экспериментальных исследо-
ваний. Вместе с тем, так как в математической модели рассматриваются лишь верти-
кальные перемещения точки подвеса, возможен приближенный метод определения 
спектральной плотности колебаний точки подвеса. Необходимость приближенного (ана-
литического) представления какого-либо вида качки возникает на практике достаточно 
часто для успешной разработки или настройки различного рода автоматических уст-
ройств или систем управления судном. При этом обычно проектировщикам устройств 
задают амплитуды качки 3 % обеспеченности. Воспользуемся аналитическим выраже-
нием для спектра качки в форме Н.Н. Рахманина [2, 7]. В этом случае спектральная 
плотность колебаний точки подвеса определяется по формуле: 

2 2

4 2 2 4

2
( )

2
A

A

D b
S

a b

α ω +ω =
π ω + ω +

,                                               (27) 

где 2 2 2βa = α − ɶ , 2 2 2βb = α + ɶ , 0 21.α = βɶ . Между средним периодом колебаний AT  и пара-

метром βɶ  существует зависимость 2
AT

π=
βɶ

. Для вычисления спектра качки необходимо 

по заданному значению амплитуды 3 % обеспеченности 03A  определить дисперсию AD  

на основе соотношения 03 2 64 AA . D= , а затем воспользоваться соотношением (27). 

Будем считать теперь входным процессом колебания точки подвеса, а выходным  
процессом – перемещения сечений каната или динамические усилия в сечениях при за-
данной длине каната. Так как колебания точки подвеса являются нормальным случай-
ным процессом с нулевым математическим ожиданием, а система «канат – груз» являет-
ся линейной, то выходной процесс – колебания сечений каната или колебания динами-
ческой составляющей натяжения в сечениях каната – также является нормальным слу-
чайным процессом с нулевым математическим ожиданием, который полностью опреде-
ляется единственной характеристикой – дисперсией. Таким образом, остаются справед-
ливыми приведенные выше соотношения, связывающие спектральные плотности вход-
ного и выходного процессов: 

2 2 2

max max( ) max( )

0 0

( ) ( ) ( ) Ф ( ) Ф ( ) ( )u A u s A A u s AD s Ф i S d i i S d
∞ ∞

→ → ς→ ς= ω ω ω = ω ω ω ω∫ ∫ ; 

2 2 2

( ) ( )

0 0

( ) Ф ( ) ( ) Ф ( ) Ф ( ) ( )Tdin A Tdin s A A Tdin s AD s i S d i i S d
∞ ∞

→ → ς→ ς= ω ω ω = ω ω ω ω∫ ∫ . 
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Метод определения модулей передаточных функций max
max( )

( )
Ф ( )A u s

u ,s
i

A→
ωω =  и 

( )

( )
Ф ( ) din

A Tdin s

T ,s
i

A→
ωω =  изложен выше. На рис. 2-4 были приведены графики модулей 

передаточной функции max( )Ф ( )A u s i→ ω  при фиксированных длинах каната 3000, 1500 и 

300 м соответственно. 

Определив дисперсии перемещений сечений max( )uD s  и максимальной динамичес-

кой составляющей натяжения ( )TdinD s  в сечениях каната можно определить максималь-

ные перемещения и динамические усилия, которые реализуются в заданном сечении ка-
ната с любой наперед заданной вероятностью. В частности, по правилу «трех стандар-
тов» определим максимальные перемещения и усилия в заданном сечении каната с веро-
ятностью 0.997: 

0 997( ) 3 ( ).
din TdinT s D s= ; 

0 997
max max( ) 3 ( ).

uu s D s= . 

Выбрав по длине каната значения 0 997
max

0
max ( ).

din din
s L

T T s
≤ ≤

= , 
0 997

max max
0
max ( ).

s L
u u s

≤ ≤
= , по-

лучим максимальные значения перемещений и усилий в сечениях, которые реализуются 
в канате заданной длины. Изменяя длину каната L , можем определить с вероятностью 
0.997 (или любой другой наперед заданной вероятностью) максимальные перемещения и 
динамические составляющие усилий, которые реализуются в канате в процессе подъема 
(опускания) груза в условиях нерегулярного волнения. 

В качестве примера на рис. 7, 8 приведены максимальные (с вероятностью 0.997) 
динамические усилия, которые реализуются в канате для системы с рассмотренными 
выше параметрами, отнесенные к разрывному усилию. В качестве исходных данных за-

давались амплитуда 3 % обеспеченности колебаний точки подвеса 03 0 2мA .= . Средние 

частоты спектра колебаний точки подвеса β~  выбирались равными 1, 2, 3 и 4 с-1 соответ-
ственно. Для спектральной плотности колебаний точки подвеса на судне использовалось 
аналитическое выражение (27). Представленные исходные данные позволяют сопоста-
вить максимальные усилия, возникающие в канате при подъеме груза в условиях регу-
лярного (см.рис. 5, 6) и нерегулярного волнения (см.рис. 7, 8).   

Наблюдается тенденция уменьшения значений резонансных пиков в условиях не-
регулярного волнения, вместе с тем уровень динамических усилий вдали от резонанса 
оказывается большим, чем в условиях регулярного волнения. Таким образом, основные 
выводы относительно максимальных динамических усилий, возникающих в канате при 
подъеме (опускании) груза, согласуются с положениями теории качки судов на нерегу-
лярном волнении, а именно: максимальные динамические усилия, которые возникают в 
канате при подъеме груза, соответствуют случаю резонанса на регулярном волнении. 
Поэтому, если система «канат-груз» способна выдержать резонансный режим колеба-
ний, никаких дополнительных исследований о нерегулярности волнения можно не про-
изводить. Однако многие системы в реальных условиях работают вдали от резонанса. 
Такие системы нет смысла проектировать с учетом возможного попадания в резонанс. 
В этих условиях необходимо производить расчет усилий в подъемном канате в условиях 
нерегулярного волнения.   
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Рис. 7. Максимальные безразмерные усилия в канате при подъеме груза  

в условиях нерегулярного волнения: слева - 11 c−β =ɶ ; справа - 12 c−β =ɶ . 
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Рис. 8. Максимальные безразмерные усилия в канате при подъеме груза  

в условиях нерегулярного волнения: слева - 13 c−β =ɶ ; справа - 14 c−β =ɶ . 
 
 

Использование упругого амортизатора при подъеме груза 
 
Одним из наиболее простых способов уменьшения динамических усилий в канате в 

процессе подъема груза является введение упругого амортизатора (упругой вставки) 
между канатом и грузом с жесткостью меньшей, чем жесткость несущего каната. В ка-
честве амортизатора часто используется вставка из синтетического материала. Если рас-
сматривать канат малой длины и не учитывать волновые процессы, связанные с распро-
странением продольных деформаций в нем, то жесткость каната определяется как 

m
l

E S E
с

L L
= = , здесь mE  – модуль упругости материала каната; S  – площадь сечения, за-

нимаемая проволоками в канате; L  – выпущенная длина каната в ненапряженном со-
стоянии. Пусть c  - жесткость упругого амортизатора ( lcc < ), тогда обобщенная  жест-

кость системы «канат-амортизатор»: l
l

l
o c

cc

cc
c <

+
= . Очевидно, что при сходных пере-

мещениях точки подвеса и груза динамические усилия в канате для системы с меньшей 
жесткостью будут меньше. Кроме того, использование амортизатора позволяет отстроить 
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систему от так называемого «резонансного барьера» [8], через который проходит система 
в процессе подъема при совпадении частоты колебаний точки подвеса с собственной час-
тотой системы «канат–груз». Таким образом, при подъеме груза с небольших глубин, ко-
гда можно не учитывать волновые процессы в подъемном канате, уменьшение жесткости 
системы «канат-груз» способствует  уменьшению динамических усилий в канате. 

Рассмотрим теперь подъем груза с большой глубины. В этом случае нам необходи-
мо учитывать волновые и диссипативные процессы в подъемном канате. Рассмотрим 
следующую расчетную схему (рис. 9).   

Пусть точка крепления каната на судне совершает гар-
монические колебания по закону sinA tω . Перемещения точки 
крепления амортизатора к канату определим функцией 1( )tµ , 

а перемещения груза обозначим грузаu . Так как собственные 

колебания в системе интенсивно затухают из-за  влияния дис-
сипативных сил, будем искать вынужденные колебания груза 
с частотой, соответствующей частоте возбуждения:  

груза 1 2G cos sinu t G t= ω + ω .                             (28) 

Динамическая составляющая натяжения в точке крепле-
ния упругого амортизатора к канату может быть представлена 
в виде: 

2

груза 1( ) ( (t))din
s L s L

u u
T L,t E E c u

s s t= =

∂ ∂= + µ = − µ
∂ ∂ ∂

,         (29) 

где c  - жесткость амортизатора.  
Уравнение вертикальных колебаний груза может быть 

записано в виде: 
2

груза груза

груза 12

u
(u - ( )) 0

d u d
M с t

dt dt
+ β + µ = . 

Подставляя в него выражение (28) для перемещения точки крепления амортизатора 
к канату: 1 1 2( ) cos sint B t B tµ = ω + ω  и выделяя коэффициенты при одинаковых тригоно-

метрических функциях, придем к следующей системе уравнений: 
2

1 2 1
2

1 2 2

( )

( )

c M G G cB

G c M G cB

 − ω + βω =
−βω + − ω =

. 

Применяя правило Крамера, получим соотношения, связывающие амплитуды ко-
лебаний точки крепления амортизатора к канату с амплитудами колебаний груза: 

2 2 2( ) ( )G c M∆ = − ω − βω ; 
2

1 1 2 11 1 12 2( )G cB c M cB n B n B∆ = − ω − βω = + ; 
2

2 2 1 21 1 22 2( )G cB c M cB n B n B∆ = − ω + βω = + ; 

11 12
1 1 2

∆G G

n n
G B B= +

∆
; 21 22

2 1 2
∆G G

n n
G B B= +

∆
.                                    (30) 

 

 

 

 

 
Рис. 9. Расчетная схема 
подъема груза с исполь-
зованием упругого 
амортизатора. 
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Используя (23) и (29), будем иметь: 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

1 2 1 2
1

1 2 1 2
1

11 12 21 22
1 2 1 2

2
( ) ( 1) ( )cos ( )sin cos sin sin

2
( 1) ( )sin ( )cos sin cos cos

( cos cos sin s

p
din

p

p

p

G G G G

E p E E
T L,t D p t D p t B t B t A t

L L L L

E p E E
D p t D p t B t B t A t

L L L L

n n n n
c B t B t B t B

∞

=

∞

=

π= − ω + ω + ω + ω − ω +

µ πω µ µ+ − − ω + ω + − ω ω + ω ω − ω ω =

= ω + ω + ω +
∆ ∆ ∆ ∆

∑

∑

1 2in cos sin ).t B t B tω − ω − ω

 (31) 

Выделяя в (31) коэффициенты при одинаковых тригонометрических функциях, по-
лучим систему алгебраических уравнений для определения 1B  и 2B : 

1 1 2 22 2
1 1

11 12
1 2 1

1
2 2 12 2

1 1

21 22
1 2 2

2
2 ( 1) ( ) ( 1) ( )

2
2 ( 1) ( ) ( 1) ( )

p p

p p

G G

p p

p p

G G

E E E E E
pD p B pD p B A

L L L L L

n n
c B c B cB

E E E E E B
pD p B A pD p

L L L L L

n n
c B c B cB

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

π µ πω µ µ − + + − + ω − ω =



= + − ∆ ∆
 π µ πω µ ω − + − − − − =


 = + −
 ∆ ∆

∑ ∑

∑ ∑

 

Определив 1B  и 2B , на основе соотношений (25) и (26) можно построить зависимо-

сти максимальных перемещений в канате 
2 2
1 2max ( ) ( )( ) R s R su s

A A

+
=  и максимальной ди-

намической составляющей натяжения max

разр

( )dinT s

T
для различных сечений каната в зависи-

мости от частоты возбуждения ω . С использованием (30) может быть получено значе-
ние максимального перемещения груза при заданных длине выпущенной части каната L  

и частоте возбуждения ω : max 2 2
груза 1 2u G G= + . 

По предложенной методике были построены зависимости максимальных безраз-
мерных динамических составляющих натяжения для системы с рассмотренными выше 
параметрами, которые получались при введении упругого амортизатора. Жесткость 
амортизатора синтc  варьировалась и составляла последовательно 0 01 l. c , 0 1 l. c , lc , 10 lc , 

100 lc , где 4927Н мl

E
c

L
= =  - жесткость несущего каната при длине выпущенной час-

ти 4000мL = . Этим жесткостям упругого амортизатора соответствовали его длины: 
2583м , 258 3м. , 25 83м. , 2 583м. , 0 2583м.  (предполагалась, что используется упругий 
амортизатор из капронового каната; крайние значения жесткостей и длин амортизатора 
используются для целей параметрического исследования задачи).  

На рис. 10, 11 представлены графики изменения безразмерных максимальных ди-
намических усилий в несущем канате по мере изменения его длины при заданных часто-
тах возбуждения и жесткостях упругого амортизатора. 

В отличие от расчетной модели, в которой канат заменяется безынерционной пру-
жиной, здесь уменьшение жесткости упругого амортизатора не всегда приводит к 
уменьшению динамических усилий в несущем канате. Оптимальным решением с точки 
зрения уменьшения динамических усилий является упругая вставка с жесткостью 

синт l10с с= , т.е. длиной около 2.6 м.   
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Рис. 10. Максимальные безразмерные усилия в канате при подъеме груза:  

слева - 11 c−ω = ; справа - 12 c−ω =   

(1 - синт l0 01с . с= ; 2 - синт l0 1с . с= ; 3 - синт lс с= ; 4 - синт l10с с= ; 5 - синт l100с с= ). 

 

      
Рис. 11. Максимальные безразмерные усилия в канате при подъеме груза:  

слева - 13 c−ω = ; справа - 14 c−ω =   

(1 - синт l0 01с . с= ; 2 - синт l0 1с . с= ; 3 - синт lс с= ; 4 - синт l10с с= ; 5 - синт l100с с= ). 

 
Так как рассматриваемая система является линейной, все положения по определе-

нию усилий в системе в условиях нерегулярного волнения остаются справедливыми и в 
этом случае. 

 
Использование компенсатора вертикальных перемещений  

при подъеме груза 
 
Другим способом уменьшения динамических усилий при подъеме груза является 

использование компенсатора вертикальных перемещений, который находится непосред-
ственно на судне. Расчетная схема в этом случае может быть представлена в следующем 
виде (см.рис. 12). Здесь учитываются как упругие, так и демпфирующие свойства ком-
пенсатора. 
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Перемещения точки соединения несущего каната с компен-
сатором будем искать как: 

2 1 2cos sin( t ) A t A tµ = ω + ω . 

В этом случае уравнение (18) для изображений перемещений 
каната может быть записано следующим образом:                         

2 2 2 2
2 2

1 22 2

2 2
1 2

cos sin ( 1)

cos sin

pd v dv a p L
n v B t B t

dt dt L p

L L
A t A t .

p p

π
 + + = − ω ω − ω ω − +  π

+ ω ω + ω ω
π π

ɶ

 

Подставляя в явном виде выражение для 

1 2( ) ( )cos ( )sinv p D p t D p t= ω + ω , получим: 

[ ]
2 2

2 2
1 2 1 22

2 2 2 2

1 22 2

2 2 2 2
1 1 2 2

( ) cos ( ) sin ( ) sin ( ) cos

( )cos ( )sin

( 1) cos ( 1) sinp p

p E
D p t D p t D p t D p t

L

E p E p
D p t D p t

L L

L L L L
B A t B A t

p p p p

π µ− ω ω − ω ω + − ω ω + ω ω +
ρ

π π+ ω + ω =
ρ ρ

   = − ω − + ω ω + − ω − + ω ω   π π π π   

 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых тригонометрических функциях, по-
лучим систему уравнений для определения 1( )D p  и 2( )D p : 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a p D p a p D p b p

a p D p a p D p b p

+ =
 + =

, 

где 
2 2

2
11 22 2

( ) ( )
E p

a p a p
L

π= = − ω
ρ

; 
2 2

12 2
( )

p E
a p

L

π µ= ω
ρ

; 
2 2

21 2
( )

p E
a p

L

π µ= −ω
ρ

; 

2 2
1 1 1( ) ( 1)pL L

b p B A
p p

= − ω − + ω
π π

; 2 2
2 2 2( ) ( 1)pL L

b p B A
p p

= − ω − + ω
π π

.   

Определитель системы: 
22 2 2 2

2 2
2 2

( ) 0
E p p E

p
L L

   π π µ∆ = − ω + ω ≠   ρ ρ   
. 

Применим правило Крамера: 
2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 2 22 2

11 1 12 2 11 1 12 2

( ) ( ( 1) ) ( 1)

( ) ( ) ( ) ( )

p pL L E p p E L L
p B A B A

p p L L p p

f p B f p B d p A d p A .

   π π µ∆ = − ω − + ω − ω − ω − ω − + ω =   π π ρ ρ π π  

= + + +
 

2 2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2 1 12 2

21 1 22 2 21 1 22 2

( ) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( ) ( )

p pL L E p p E L L
p B A B A

p p L L p p

f p B f p B d p A d p A .

    π π µ∆ = − ω − + ω − ω + ω − ω − + ω =    π π ρ ρ π π    

= + + +
 

 
 
 
 
 

 
Рис. 12. Расчетная 
схема подъема груза  
с использованием 
компенсатора  
вертикальных  
перемещений. 
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Тогда:  

1 11 12 11 12
1 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p f p f p d p d p
D p B B A A

p p p p p

∆= = + + +
∆ ∆ ∆ ∆ ∆

;                     (32) 

2 21 22 21 22
2 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p f p f p d p d p
D p B B A A

p p p p p

∆= = + + +
∆ ∆ ∆ ∆ ∆

.                     (33) 

Применяя обратное синус-преобразование Фурье согласно (22) и переходя от пере-
менной v  к переменной u , получим: 

1 2
1 1

1 2 1 2 1 2

2 2
( ) ( )sin cos ( )sin sin

cos sin 1 cos 1 sin ( )cos ( )sin

p p

p s p s
u s,t D p t D p t

L L L L

s s s s
B t B t A t A t R s t R s t.

L L L L

∞ ∞

= =

π π= ω + ω +

   + ω + ω + − ω + − ω = ω + ω   
   

∑ ∑
  (34) 

Тогда динамическая составляющая натяжения будет равна: 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

2

1 2 1 2 1 2
1

1 2 1 2
1

1 2

( )

2
( )cos ( )sin cos cos sin ( cos sin )

2
( )sin ( )cos cos sin cos

( sin cos )

din

p

p

u u
T s,t E E

s s t
E p p s E E

D p t D p t B t B t A t A t
L L L L L

E p p s E
D p t D p t B t B t

L L L L

E
A t A t .

L

∞

=

∞

=

∂ ∂= + µ =
∂ ∂ ∂

π π= ω + ω + ω + ω − ω + ω +

µ πω π µ+ − ω + ω + − ω ω + ω ω −

µ− − ω ω + ω ω

∑

∑

(35) 

Динамическая составляющая натяжения в точке крепления каната к грузу: 

[ ] [ ]

[ ]

[ ]

1 2 1 2
1

1 2 1 2
1

1 2 1 2

2
( ) ( 1) ( )cos ( )sin cos sin

2
( cos sin ) ( 1) ( )sin ( )cos

sin cos ( sin cos ),

p
din

p

p

p

E p E
T L,t D p t D p t B t B t

L L L

E E p
A t A t D p t D p t

L L L

E E
B t B t A t A t

L L

∞

=

∞

=

π= − ω + ω + ω + ω −

µ πω− ω + ω + − − ω + ω +

µ µ+ − ω ω + ω ω − − ω ω + ω ω

∑

∑  

а динамическая составляющая натяжения в точке крепления каната к компенсатору: 

[ ] [ ]

[ ]

[ ]

1 2 1 2
1

1 2 1 2
1

1 2 1 2

2
(0 ) ( )cos ( )sin cos sin

2
( cos sin ) ( )sin ( )cos

sin cos ( sin cos ).

din
p

p

E p E
T ,t D p t D p t B t B t

L L L

E E p
A t A t D p t D p t

L L L

E E
B t B t A t A t

L L

∞

=

∞

=

π= ω + ω + ω + ω −

µ πω− ω + ω + − ω + ω +

µ µ+ − ω ω + ω ω − − ω ω + ω ω

∑

∑  

Из условий равенства силы, действующей со стороны каната на компенсатор, и си-
лы реакции компенсатора следует: 

[ ] 2
2(0 ) sin ( ) cosdin

d
T ,t A t t c A t

dt

µ = ω − µ + β ω ω − 
 

⌢
. 

Подставляя в явном виде выражения для 2( )tµ , (0 )dinT ,t  и выделяя в уравнении ко-

эффициенты при одинаковых тригонометрических функциях, получим систему алгеб-
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раических уравнений, связывающую амплитуды перемещений груза и точки крепления 
каната к компенсатору: 

1 1 1 2 2 22 2
1 1

1 2

1 1
2 2 2 12 2

1 1

2 1

2
2 ( ) ( )

2
2 ( ) ( )

p p

p p

E E E E E E
pD p B A pD p B A

L L L L L L

cA A A

E E E E E B EA
pD p B A pD p

L L L L L L

cA cA A

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

π µ πω µ µ + − + + ω − ω =

 = − + β ω− β ω
 π µ πω µ ω µ ω + − − − + =



= − + β ω

∑ ∑

∑ ∑

⌢ ⌢

⌢

                 (36) 

Подставляя в явном виде выражения для )( pD1  и )( pD2  (32), (33), систему (36) 
можно представить как: 





++=+
++=+

23222121222121

13212111212111

mBmBmAlAl

mBmBmAlAl
. 

Применяя правило Крамера, получим соотношения, связывающие амплитуды ко-
лебаний точки крепления каната к компенсатору с амплитудами колебаний груза: 

11 22 12 21∆l l l l l= −ɶ ; 

1 22 11 1 22 12 2 22 13 12 21 1 12 22 2 12 23∆l l m B l m B l m l m B l m B l m= + + − − −ɶ ; 

2 11 21 1 11 22 2 11 23 21 11 1 21 12 2 21 13∆l l m B l m B l m l m B l m B l m= + + − − −ɶ ; 

1
1 11 1 12 2 13

∆l

l

A n B n B n= = + +
∆

ɶ

ɶ
;        2

2 21 1 22 2 23

∆l

l

A n B n B n= = + +
∆

ɶ

ɶ
.                   (37) 

Тогда динамическая составляющая натяжения в точке крепления каната к грузу: 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

1 2 1 2
1

11 1 12 2 13 21 1 22 2 23

1 2 1 2
1

2
( ) ( 1) ( )cos ( sin cos sin

( cos cos cos sin sin sin

2
( 1) ( )sin cos sin cos

p
din

p

p

p

E p E
T L,t D p t D p ) t B t B t

L L L

E
n B t n B t n t n B t n B t n t )

L
E p E

D p t D ( p ) t B t B t
L L L

E

∞

=

∞

=

π= − ω + ω + ω + ω −

− ω + ω + ω + ω + ω + ω +

µ πω µ+ − − ω + ω + − ω ω + ω ω −

µ−

∑

∑

11 1 12 2 13 21 1 22 2 23( sin sin sin cos cos cos )n B t n B t n t n B t n B t n t .
L

− ω ω − ω ω − ω ω + ω ω + ω ω + ω ω

(38) 

Как и ранее, подставляя в уравнение вертикальных колебаний груза (12) выраже-
ния для перемещения груза 1 1 2( ) cos sint B t B tµ = ω + ω , для динамической составляющей 
натяжения в точке крепления (38) и выделяя коэффициенты при одинаковых тригоно-
метрических функциях, приходим к системе алгебраических уравнений для определения 
амплитуд колебаний груза 1B  и 2B . 

Определив 1B  и 2B , на основе соотношений (37) могут быть получены амплитуды 
колебаний точки крепления каната к компенсатору, а затем определены максимальные 

перемещения груза 2 2
1 2B B+  и максимальные перемещения точки крепления каната к 

компенсатору 2 2
1 2A A+ . На основе соотношений (34) и (35) могут быть построены зави-

симости максимальных перемещений в канате 
2 2
1 2max ( ) ( )( ) R s R su s

A A

+
=  и максимальной 
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динамической составляющей натяжения max

разр

( )dinT s

T
 для различных сечений каната в зави-

симости от частоты возбуждения ω . Здесь: 
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∞
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1 1
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( )cos ( )cos

din
p p

p p

E p p s E E E p p s E E
T s D p B A D p B A
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E p p s E E E p p s E E
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L L L L L L L L L L

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

 π π µ ω π π µ µ= + − + + ω− ω + 
 

 π π µ ω π π µ µ+ + − − − ω+ ω 
 

∑ ∑

∑ ∑

 

По предложенной методике были построены зависимости максимальных безраз-
мерных динамических составляющих натяжения для системы с рассмотренными выше 
параметрами, которые получались при введении компенсатора вертикальных перемеще-
ний. Жесткость компенсатора c  варьировалась и составляла последовательно: 0 01 l. c , 

0 1 l. c , lc , 10 lc , 100 lc , где 4927Н мl

E
c

L
= =  - жесткость несущего каната при длине вы-

пущенной части 4000мL = . Здесь максимальное значение жесткости компенсатора прак-
тически соответствует случаю жесткого закрепления каната и используется для целей 
параметрического исследования задачи.   

На рис. 13 представлены значения максимальных динамических составляющих на-
тяжения, возникающих в канате по мере подъема груза при частоте возбуждения 

12 c−ω =  без демпфирования ( 0 кг/сβ =
⌢

) и с демпфированием ( 410 кг/сβ =
⌢

) в компенса-
торе. Видно, что введение демпфирования в компенсатор позволяет избежать динами-
ческих усилий, превышающих разрывные усилия во всем диапазоне варьирования жест-
костью компенсатора. Как и следовало ожидать, при введении демпфирования уровень 
резонансных пиков натяжения оказывается меньшим.  
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Рис. 13. Максимальные безразмерные усилия в канате при подъеме груза: слева - 

12 c−ω = ; 0 кг/сβ =
⌢

; справа - 12 c−ω = ; 410 кг/сβ =
⌢

 (1 - l0 01с . с= ; 2 - l0 1с . с= ; 3 - 

lсс = ; 4 - l10с с= ; 5 - l100с с= ). 
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Как и в предыдущем случае, рассматриваемая система является линейной, и все 
положения по определению усилий в условиях нерегулярного волнения остаются спра-
ведливыми. Для оценки влияния волновых процессов рассмотрим систему с компенса-
тором вертикальных перемещений, в которой упругий канат заменен безынерционной 
пружиной с соответствующей жесткостью. Уравнение вертикальных колебаний груза в 
этом случае может быть записано в виде:     

2
1 1

l 1 22
c ( )l

d d
M c t

dt dt

µ µ+ β + µ = µ ,                                             (39) 

где 
L

E
cl = - жесткость выпущенной части каната.     

Из условий равенства силы, действующей со стороны каната на компенсатор, и си-
лы реакции компенсатора получим: 

[ ] 2
2 1 2( ( ) ( )) sin ( ) cosl

d
c t t A t t c A t

dt

µ µ − µ = ω − µ + β ω ω − 
 

⌢
. 

Выражая 1( )tµ , будем иметь: 

2
1 2

2
1 2 2

( ) 1 ( ) sin cos

( ) sin cos

l l l l

l l

c c d A
t t A t t

c c c dt c

d Ac A
k t k t t

dt c c

  β µ ωβµ = + µ − ω + − ω = 
 

µ ωβ= µ + − ω − ω

⌢ ⌢

⌢ ,                        (40) 

где 1 1
l

c
k

c
= +  , 2

l

k
c

β=
⌢

. 

Подставляя (40) в (39), получим: 
3 2

2 2 2
3 2 1 0 2 1 23 2

µd d d
a a a a N cos t N sin t

dt dt dt

µ µ+ + + µ = ω + ω ,                           (41) 

где 3 2a k M= ; 2 1 2βa k M k= + ; 1 1 2β la k k c= + ; 0 1 l la k c c= − ; 
3

1 β
l l

A Ac
N M A

c c

ω β ω= − + + ωβ
⌢

⌢
; 

2 2

2 β
l l

Ac A
N M Ac

c c

ω ω β= − − +
⌢

.    

Решение (41) ищем в виде:  

2 1 2( ) cos sint U t U tµ = ω + ω .                                                 (42) 

Подставляя (42) в (41) и приравнивая коэффициенты при одинаковых тригонометри-
ческих функциях, получим систему алгебраических уравнений для определения 1U  и 2U : 

2 3
0 2 1 1 3 2 1

3 2
3 1 1 0 2 2 2

( ) ( )

( ) ( )

a a U a a U N

a a U a a U N

 − ω + ω − ω =
 ω − ω + − ω =

. 

Зная 1U  и 2U , на основе (40) можем определить перемещение груза: 

1 1 1 1 2 2 1 2 2

1 1 2 2 1 2 2 1

( ) cos sin sin cos sin cos

cos sin

l l

l l

Ac A
t k U t k U t k U t k U t t t

c c

A Ac
k U k U t k U k U t.

c c

ωβµ = ω + ω − ω ω + ω ω − ω − ω =

   ωβ= + ω − ω + − ω − ω   
  

⌢

⌢ . 
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Максимальное перемещение груза может быть определено на основе соотношения: 
2 2

2
1 1 1 2 2 1 2 2 1max

l l

A Ac
k U k U k U k U

c c

   ωβµ = + ω − + − ω −   
  

⌢

. 

Динамическая составляющая натяжения в системе равна: 

1 2 1 1 1 2 2 1 2 2

1 2 1 1 2 2 1

1 2 2 1 2

( ) ( ( ) ( )) ( cos sin sin cos

sin cos cos sin cos

sin

din l l

l
l l l

l
l

T t c t t c k U t k U t k U t k U t

Ac A A
t t U t U t ) c k U k U U t

c c c

Ac
c k U k U U t.

c

= µ − µ = ω + ω − ω ω + ω ω −

 ωβ ωβ− ω − ω − ω − ω = + ω − − ω + 
 

 
+ − ω − − ω 

 

⌢ ⌢

 

Теперь может быть определено максимальное динамическое натяжение в системе: 
2 2

2 2 2
max 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2din l l

l l

A Ac
T c k U k U U c k U k U U

c c

   ωβ= + ω − − + − ω − −   
  

⌢

. 

На рис. 14 представлены значения максимальных динамических составляющих на-
тяжения, возникающих в канате по мере подъема груза при частоте возбуждения 

12 c−ω =  без демпфирования  ( 0 кг/сβ =
⌢

) и с демпфированием ( 410 кг/сβ =
⌢

) в компенса-
торе, полученные на основе рассматриваемой модели, т.е. без учета волновых процессов 
в канате. 
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Рис. 14. Максимальные безразмерные усилия в канате при подъеме груза:  

слева - 12 c−ω = ; 0 кг/сβ =
⌢

; справа - 12 c−ω = ; 410 кг/сβ =
⌢

  

(1 - l0 01с . с= ; 2 - l0 1с . с= ; 3 - lс с= ; 4 - l10с с= ; 5 - l100с с= ). 

 
Видно, что пренебрежение инерционными свойствами каната приводит к значи-

тельному снижению максимальных динамических составляющих натяжения по сравне-
нию с моделью, учитывающей волновые процессы (см.рис. 13). При больших выпущен-
ных длинах каната упрощенная модель не позволяет выявить резонансные режимы, при 
прохождении через которые, по мере выборки каната, реализуются максимальные дина-
мические усилия в системе.  
 

*** 
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Представленные результаты позволяют сделать вывод о том, что учет конечной 
скорости распространения продольных деформаций необходим для корректной оценки 
динамических усилий, возникающих в канате при подъеме (опускании) груза с больших 
глубин. При значительных длинах упругой связи высшие собственные частоты системы 
«канат-груз» могут попадать в спектр частот морского волнения. Учет сил гидродина-
мической природы и сил внутреннего трения в материале каната важен для корректного 
определения усилий, в том числе при резонансных режимах колебаний.  

Предложенный в работе для расчета волновых процессов в упругой связи метод ко-
нечных интегральных преобразований Фурье позволяет достаточно эффективно учиты-
вать силы внутреннего трения в материале каната, а также влияние дополнительных амор-
тизирующих и демпфирующих устройств, обеспечивающих уменьшение усилий в канате.  

Максимальные динамические усилия, которые возникают в канате при подъеме 
(опускании) груза, соответствуют случаю резонанса на регулярном волнении. Поэтому, 
если система «канат-груз» способна выдержать резонансный режим колебаний, никаких 
дополнительных исследований о нерегулярности волнения можно не производить. Если  
система в реальных условиях работает вдали от резонанса, необходимо производить 
расчет усилий в подъемном канате в условиях нерегулярного волнения.   
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