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ИМПУЛЬСИВНОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ ОБРУШАЮЩИХСЯ ВОЛН  
НА УПРУГИЕ БЕРЕГОВЫЕ СООРУЖЕНИЯ 

 
Рассмотрены задачи об ударе волной с передним плоским фронтом по упругой 

вертикальной пластине, моделирующей поверхность прибрежных сооружений. Жид-
кость полагается слабо сжимаемой, ее течение рассматривается в рамках акустического 
приближения. Прогиб пластины и ее колебания, вызванные ударом, описываются с по-
мощью линейной теории тонких однородных пластин без учета срезающих напряжений. 
Связь между гидродинамической и упругой частями задачи осуществляется с помощью 
динамического и кинематического условий на поверхности контакта. Для решения ис-
пользуется метод нормальных мод, приведенный к системе дифференциальных и инте-
гральных уравнений, которые решаются численно. Исследованы эффекты, вызываемые 
структурным демпфированием пластины и сжимаемостью жидкости. Предложена новая 
комбинированная модель удара, в рамках которой на начальном этапе вычисления про-
водятся по модели сжимаемой жидкости, а затем – по модели несжимаемой жидкости. 

 
Ключевые слова: обрушающая волна, упругая пластина, удар волной, сжимаемая жидкость, структурное 

демпфирование, изгибающие напряжения, комбинированная модель. 
 
 
Конструкции, предназначенные для защиты берегов, гаваней и прибрежных со-

оружений, должны быть достаточно прочными, чтобы противостоять ударам волн. Та-
кие конструкции являются довольно массивными, а их поверхность, обращенная к набе-
гающим волнам, часто представляет собой вертикальную стенку, которая может быть 
жесткой, либо упругой, либо пористой, либо перфорированной. Волновые нагрузки, 
действующие на такие стенки для глубокой и мелкой воды перед стенкой, различаются. 
Для глубокой воды волны, набегающие на стенку, не опрокидываются и гидродинами-
ческие нагрузки на стенку имеют порядок гидростатического давления, связанного с по-
вышением уровня воды на стенке. Эти давления малы, но длятся довольно долго, пока 
уровень воды поднимается и опускается вдоль стенки. Если известны амплитуда и длина 
набегающей волны, то величину и длительность таких волновых нагрузок можно опре-
делить достаточно точно. 

Величина ударного давления существенно зависит от формы переднего фронта 
волны непосредственно перед ударом. При относительно малой глубине воды перед 
стенкой волны могут начать опрокидываться и ударять по стенке своим передним фрон-
том, почти параллельным стенке. В этом случае наблюдаются ударные давления боль-
шой амплитуды, но малой продолжительности [1]. Вероятность возникновения таких 
давлений мала и  составляет несколько процентов.  

Если волна начинает обрушиваться при приближении к стенке и в момент начала 
удара передний фронт волны наклонен к стенке, то возможен захват воздуха, который 
также значительно уменьшает ударные давления [2], но увеличивает их длительность 
[3]. Если волна подходит к стенке без обрушения, то наблюдается образование высоко-
скоростной вертикальной струи еще до того момента, когда фронт волны полностью 
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достигает стенки [4]. При этом максимум давления находится в основании струи и имеет 
порядок 2

01 2ρ V , где 0ρ  – плотность воды и )(tV  – скорость перемещения основания 

струи вдоль стенки. 
Кроме того, жидкость на переднем фронте обрушающейся перед вертикальной 

стенкой волны может перемешиваться с воздухом. Наличие зон, насыщенных воздухом, 
уменьшает величину ударных нагрузок на стенку [5], однако увеличивает время их дей-
ствия [3]. При атмосферном давлении 1 % воздуха в воде снижает скорость звука в такой 
смеси до 120 м/с и до 30 м/с при 20 % [1]. Поэтому в реальных условиях сжимаемость 
воды, насыщенной воздухом, необходимо учитывать в моделях удара крутой волной по 
вертикальной стенке и при расчётах, проектировании и строительстве сооружений в зо-
не обрушающихся волн. 

Удары волн, когда передний фронт почти параллелен стенке и наличие воздуха 
между движущимся фронтом волны и стенкой не оказывает существенного влияния на 
процесс удара, довольно редки. Однако такие случаи следует выделять и исследовать по 
двум причинам. Во-первых, ожидается, что при таких ударах повреждения стенки и 
ударные давления будут максимальными по сравнению с другими режимами удара.  
Во-вторых, число параметров при ударе волной с передним вертикальным фронтом 
включает в себя только скорость волны и ее высоту. В реальных условиях течение вбли-
зи стенки перед ударом и форма волны известны только приближенно, поэтому при 
оценках повреждений стенки представляется более надежным использовать именно ин-
тегральные, легко измеряемые, характеристики волн. 

В настоящей работе жидкость считается слабо сжимаемой, причем ее характери-
стики могут зависеть от концентрации воздуха в жидкости вблизи области удара. Задача 
рассматривается в двухмерной постановке. Часть вертикальной стенки считается упру-
гой. Это моделирует специальную конструкцию защитного берегового сооружения, у 
которого часть поверхности в области возможных ударов волн защищена упругим слоем 
или ящиками с упругими стенками. Такое упругое покрытие при повреждении можно 
легко заменить без проведения дорогостоящих работ на основной конструкции. Пред-
ставлены численные алгоритмы расчета изгибающих напряжений и прогибов упругой 
части стенки, проведены тестовые расчеты. 

Схема течения перед ударом показана на рис. 1. Форма набегающей волны являет-
ся упрощенной и представляет собой гидравлический прыжок. Реальная форма волны 
вдали от стенки не учитывается. Такое приближение основано на наблюдении, что фор-
ма волны на расстоянии от стенки, превышающем половину глубины жидкости, не 

влияет существенно на величину ударных дав-
лений на стенке [1]. Течение жидкости при уда-
ре и деформации упругой части стенки опреде-
ляются одновременно в рамках теории гидроуп-
ругости. Для оценки максимальных напряже-
ний, возникающих в стенке при ударе, доста-
точно рассмотреть начальный этап процесса, 
длительность которого имеет порядок периода 
колебаний низшей моды стенки. Для металли-
ческих конструкций такой период в несколько 
микросекунд мал по сравнению с характерным 
временем волнового движения. Это позволяет 
для начального этапа процесса взаимодействия 
волны со стенкой пренебречь деформациями 
области течения, линеаризовать краевые усло-

вия и снести их на границу жидкой области в момент удара (см. рис. 1).  

 
 

Рис. 1. Схема рассматриваемой задачи. 
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Такая модель удара волной для случая жесткой стенки была использована в [3]. В 
рамках акустического приближения конечно-разностным методом были вычислены дав-
ления, действующие на стенку. Отмечается, что результаты расчетов хорошо согласуют-
ся с данными экспериментов. Обсуждается влияние процессов перемешивания воздуха с 
жидкостью в области удара на величину и эволюцию ударных давлений. В отличие от 
работы [3], в настоящей работе задача об ударе по жесткой стенке решена аналитически. 

Показано, что для тонких упругих стенок с малой частотой собственных колебаний 
сжимаемостью жидкости можно пренебречь при расчете упругих деформаций стенки, но 
не при определении гидродинамических нагрузок. Отметим, что разработанные числен-
ные алгоритмы организованы таким образом, что для определения реакций упругой 
стенки прямых вычислений гидродинамических давлений на стенку не требуется. 

Постановка задачи. В акустическом приближении рассматривается двухмерная 
нестационарная задача об импульсивном воздействии крутой волны (волнового потока, 
профиль которого представляет собой прямоугольную ступеньку) по частично упругой 
вертикальной стенке. До момента удара )0( =t  область течения аппроксимируется полу-
полосой 0<x  и Hy <<0 , где H – глубина жидкости (см.рис. 1). Жидкость ограничена 
снизу ровным горизонтальным дном, 0<x  и 0=y , а сверху – свободной границей 

0<x  и Hy = . Свободная граница в момент удара полагается строго горизонтальной и 

ровной. Часть вертикальной стенки, 0=x  и WHy <<0 , находится в контакте с жидко-

стью до момента удара. Здесь HHW < . Часть жидкой границы, 0=x  и HyHW << , со-

ответствует переднему фронту волны, приближающейся к вертикальной стенке с посто-
янной скоростью U. Передний фронт волны считается вертикальным, а сама волна мо-
жет рассматриваться как гидравлический прыжок амплитуды WHH − , который достига-

ет стенки в момент 0=t . Течение жидкости до и после удара считается потенциальным. 
Наличие воздуха в зазоре между фронтом волны и стенкой, капиллярные силы и весо-
мость жидкости в настоящем анализе не учитываются. Жидкость полагается слабосжи-
маемой со скоростью звука 0c  и плотностью 0ρ , которые могут зависеть от концентра-

ции воздуха в области удара. Часть вертикальной стенки, 0=x , +− << HyH , где 

HH <≤ −0 , является упругой. В двухмерном случае ее прогиб ( )w y, t  описывается 
уравнением балки Эйлера с соответствующими условиями закрепления на концах. По-
гонная масса балки bm , ее коэффициент жесткости EJ  и коэффициент структурного 

демпфирования γ  считаются известными. (Коэффициент структурного демпфирования 
описывает вязкие свойства материала, вызывающие затухание вынужденных колебаний 
балки. Остальная часть вертикальной стенки считается жесткой. Для балки, защемлен-
ной на концах, выполняются следующие краевые условия: 0=w  и 0=yw  при ±= Hy . 

Для шарнирно опертой балки имеем 0== yyww  при ±= Hy . Коэффициент демпфиро-

вания γ  предлагается определять по данным вибрационного тестирования упругой час-
ти стенки без жидкости. Требуется определить прогибы упругой части стенки и изги-
бающие напряжения в ней в рамках линейной теории гидроупругости с учетом сжимае-
мости жидкости. 

Задача рассматривается в безразмерных переменных, которые помечаются тильдой, 

,~
H

x
x =  ,~

H

y
y =  ,~

T

t
t =  ,

UH

ϕϕ =ɶ  
0 0ρ

q
q ,

c U
=ɶ  ,~

UT

w
w =  

0c

H
T = . 



Импульсивное воздействие обрушающихся волн … 

 67 

Здесь ( )x,y,tϕ  – потенциал скорости течения, вызванного ударом, ),( tyq  – распределе-
ние гидродинамического давления вдоль стенки, которое связано с потенциалом скоро-
сти, линеаризованным интегралом Коши-Лагранжа, и T  – акустический масштаб време-
ни. В дальнейшем тильда опускается, и все переменные считаются безразмерными, если 
не оговорено противное. 

Потенциал скорости ( )x,y,tϕ , гидродинамическое давление на стенке ),( tyq и про-
гиб упругой части стенки ),( tyw  определяются решением следующей начально-краевой 
задачи в безразмерных переменных: 

=tt xx yyϕ ϕ + ϕ      ,0( <x  0 1y< < , 0)t > ,  （1） 

=0ϕ      ,0( <x  )1=y ,    （2） 

0yϕ =      ,0( <x  )0=y ,   （3） 

1 ( )x tw y,tϕ = − +    ,0( =x  )11 <<− yhW ,  （4） 

( )x tw y,tϕ =     ,0( =x  )10 Why −<< ,  （5） 

(0 )tq , y,t= −ϕ    )10( << y ,    （6） 

0tϕ = ϕ =     )0( <t ,    （7） 

1 ( )tt d yyyyw w q y,t
t

∂ α + β + γ = ∂ 
 ,( +− << hyh )0>t ,   （8） 

0== tww     )0( <t ,    （9） 

0== yyww     ( )±= hy ,              （10） 

где 
H

HH
h W

W

−= , 
H

H
h

±
± = , d T

γγ = , 
0ρ

bm

H
α = , 

2 3
0 0ρ

EJ

c H
β = . 

Решение задачи (1)–(10) зависит от трех геометрических параметров Wh , ±h  и трех 

безразмерных параметров ,α  β  и γd , определяемых упругими свойствами стенки и 

свойствами жидкости. Учет структурного демпфирования в уравнении балки (8) сделан 
по методу, описанному в [6]. Задача состоит из двух частей. Гидродинамическая часть 
задачи (1)–(7) служит для определения волновых нагрузок при условии, что прогиб 
стенки ( )w y, t  известен. Вторая часть задачи (8)–(10) служит для определения прогиба 
пластины и упругих напряжений в ней по известному распределению гидродинамиче-
ских давлений ( )q y, t . Начальное условие (9) показывает, что до момента удара упругая 
пластина была не деформирована и строго вертикальна. Краевые условия (10) соответ-
ствуют условиям шарнирного закрепления краев пластины. Более сложные условия за-
крепления не представляют трудностей для метода решения, описанного ниже. Подроб-
ное обсуждение постановки (1)–(10) для родственной задачи об ударе струей сжимаемой 
жидкости по упругой пластине можно найти в [7]. В этой же работе предложен общий 
метод решения  связанных задач гидроупругости. В приложении к задаче об ударе об-
рушающейся волной этот метод описан в следующем разделе. 

Метод нормальных мод. Потенциал скорости ( )x,y,tϕ  и распределение гидроди-
намического давления вдоль стенки ),( tyq  отыскиваются в виде разложений: 
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1

( ) ( )cos( )n n
n

x,y,t x,t y ,
∞

=

ϕ = ϕ λ∑  
1

( ) ( )cos( )n n
n

q y,t q t y ,
∞

=

= λ∑  (2 1)
2n n .
πλ = −       (11) 

Система функций )cos( ynλ является полной ортогональной системой на интервале 

[0;1]y∈ . Представление (11) для потенциала скорости течения ( )x,y,tϕ  удовлетворяет 
условиям (2) и (3) автоматически. Разложение (11) для ),( tyq  следует из (6). Подставляя 
представления (11) в уравнения (1)–(7) и решая полученную систему методом преобра-
зования Лапласа, аналогично тому, как это сделано в [7], получаем формулу для коэф-
фициентов )(tqn : 

2

0 02
0

( ) ( ) ( ) [ ( )]
t

n n n n nq t v J t Y J t d
t

∂= − λ − τ λ − τ τ
∂ ∫ ,                                  (12) 

где 

( ) 2 ( )cos( )
ah

n n

h

Y t w y,t y dy
−

= λ∫ ,                                                 (13) 

2
( 1) [1 cos( )]n

n n w
n

v h ,= − − λ
λ

, },1min{ += hha                                    (14) 

и )(0 zJ  – функция Бесселя нулевого порядка. Заметим, что первое слагаемое в (12) оп-

ределяет давление при ударе по жесткой стенке, когда 0),( =tyw . Для жесткой стенки 
имеем: 

0
1

( ) ( )cos( )n n n
n

q y,t v J t y .
∞

=

= − λ λ∑                                                (15) 

Прогиб пластины ),( tyw  ищется в  виде разложения по модам колебаний балки в 

пустоте ( )m yψ  так называемым «нормальным модам» [6]: 

1

( ) ( )ψ ( )m m
m

w y,t a t y
∞

=

=∑ .                                                    (16) 

Функции ( )m yψ  удовлетворяют однородному дифференциальному уравнению: 

4=IV
m m mψ µ ψ    ),( +− << hyh  

соответствующим краевым условиям на концах пластины и ортонормированы, µm  – со-

ответствующие собственные числа, по которым производится расчет частот собствен-
ных колебаний упругой пластины. Подставляя разложение (16) в уравнение пластины 
(8), интегрируя обе части уравнения по y  от −h  до +h  и учитывая свойства ортогональ-

ности и нормированности функций ( )m yψ , приходим к бесконечной системе уравнений 

для коэффициентов разложения (16): 

4 1 ( ) ( )
ah

k k d k k

h

a a q y,t y dy
t −

∂ α + βµ + γ = ψ ∂ 
∫ɺɺ .                               (17) 

Заметим, что 0),( =tyq  при +<< hyha . Комбинация уравнений (12), (13) и (17) 

приводит к связанным системам дифференциальных  



Импульсивное воздействие обрушающихся волн … 

 69 

4( ) ( )k k k d k kb a a p t+ βµ + γ =ɺɺ ɺ                                               (18) 

и интегральных уравнений  

1 0

( ) ( ) ( )
t

k m km k
m

a a K t d b t
∞

=

α + τ − τ τ =∑ ∫                                        (19) 

относительно искомых функций )(tak  и )(tbk . Здесь )(tbk  – вспомогательные искомые 

функции, не имеющие физического смысла. Остальные функции определяются форму-
лами: 

0
1

( ) 2 ( )mk nk nm n
n

K t T T J t
∞

=

= λ∑ ,                                               (20) 

0
1

( ) ( )k n nk n
n

p t v T J t
∞

=

= − λ∑ ,                                                  (21) 

( )cos( )
ah

nk k n

h

T y y dy
−

= ψ λ∫ .                                                 (22) 

Важно отметить, что ).()( tKtK kmmk =  Система уравнений (18) интегрируется при на-

чальных условиях: 

(0) (0) 0k kb b= =ɺ ,                                                        (23) 

которые следуют из анализа уравнений (19) при малых временах с учетом начальных 
условий (9). 

Задача (18)–(23) решается численно. При этом удерживается eN  членов в разложе-

нии (16). Соответственно, в (18) и (19) k≤1 , eNm≤ . Производные в (18) аппроксими-

руются по формулам: 

)],()([
1

)]()([
2

1
tatta

t
tatta kkkk −∆+

∆
=+∆+ ɺɺ  

)].()([
1

)]()([
2

1
tatta

t
tatta kkkk ɺɺɺɺɺɺ −∆+

∆
=+∆+  

Интегралы в (19) вычисляются по формуле Симпсона, причем: 

0

1
( ) ( ) (0) ( )

3

t t
t

m km km m kma K t d tK a t t S
+∆

τ − τ τ = ∆ + ∆ +∫ , 

где t
kmS  зависят от решения на предыдущих шагах по времени. При вычислении рядов 

(20) и (21) удерживается fN  слагаемых. 

Отметим, что масштаб времени T , используемый при анализе, связан с акустиче-
скими эффектами, а не с поведением упругой стенки. Существенные изменения функ-
ций )(tKkm  и )(tpk , зависящих от безразмерного времени t , происходят на временах по-

рядка единицы. Эти функции затухают при ∞→t . Характерный временной масштаб 
упругих прогибов может существенно отличаться от акустического масштаба. В таких 
случаях систему (18)–(19) можно приближенно заменить более простой и более пригод-
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ной для численного исследования системой. Прежде чем перейти к упрощенным моде-
лям удара волной по упругой стенке, рассмотрим подробнее распределение и эволюцию 
акустического давления при ударе по жесткой стенке. 

Гидродинамическое давление при ударе по жесткой стенке. Для жесткой стенки 
ударное давление вычисляется по формуле (15). Подставляя в (15) представление (14) и 
проводя несложные преобразования, получаем: 

),1()|,1(|),1(),1(),1(),( yhsigntyhPtyhPtyPtyPtyq www −−−−−+−−−++=        (24) 

0
1

sin[ ]
( ) [ ]n

n
n n

z
P z,t J t .

∞

=

λ= λ
λ∑                                            (25) 

Ряд (25) можно вычислить в явном виде, но получаемые аналитические выражения 
зависят от соотношения между z  и t . Удобнее вычислять ряд (25) непосредственно, но 
при этом требуется удерживать в этом ряде достаточно много слагаемых. На рис. 2, а) в 
безразмерных переменных показана зависимость от времени акустического давления 

),0( tqan  на стенке при 0=y  для глубины жидкости 2 м и высоты волны 0.5 м, вычис-

ленная по аналитической формуле. На рис. 2, б) показаны абсолютные отклонения 
100|),0(),0(| ×− tqtq an  при различном числе слагаемых, удерживаемых при вычислении 

ряда (25). Видно, что ста членов ряда достаточно для расчетов давления с погрешно-
стью, не превышающей 4 %. 

На рис. 3 показана эволюция 
давления в разных точках стенки 
при ударе по жесткой стенке вол-
ной, движущейся по сухому рус-
лу, 1=wh . Давление на стенке ос-

циллирует, принимая как положи-
тельные, так и отрицательные зна-
чения. При скорости волны 1 м/с 
размерное максимальное давление 
равно 15 атм, а минимальное – 7.5 
атм при скорости звука в чистой 
воде 1500 м/с. Такое давление 
можно получить, если привести 
стенку, находящуюся в контакте с 
водой, в движение мгновенно. 
Однако при ударе волной следует 
ожидать давлений значительно 
меньших по величине за счет на-
личия воздуха между стенкой и 
фронтом волны, а также за счет 
кривизны переднего фронта вол-
ны. Кроме того, следует ожидать 
более быстрого затухания давле-
ния по времени за счет вязкости 
жидкости. 

 

 

 
 

Рис. 2. Эволюция давления в основании стенки,  
вычисленная по аналитическим формулам (a)  
и абсолютная ошибка, умноженная на 100,  
между давлением внизу стенки, вычисленным  
по формулам (25), (26) при удержании 100  
(сплошная линия), 500 (пунктирная линия)  
и 5000 (точечная линия) слагаемых в ряде (26) − (б) 
(все переменные безразмерные). 
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Рис. 3. Зависимость от времени ударных давлений в различных точках вертикальной  
жесткой стенки для волны с передним вертикальным фронтом, движущейся по сухому руслу 

(все переменные безразмерные). 
 

Распределения гидродинамического давления вдоль стенки в разные моменты вре-
мени показаны на рис. 4. Угловые точки на графиках распределений соответствуют до-
шедшим в данную точку y  в данный момент времени t  волнам разрежения или сжатия. 
Давление довольно равномерно распределено. Давление вдоль всей стенки в некоторые 
промежутки времени положительно (например, при 10 << t , 54 << t ), тогда как в дру-
гие – отрицательно (например, при 32 << t , 76 << t ), следовательно, гидродинамиче-
ская нагрузка, действующая на жесткую стенку со стороны набегающей по сухому руслу 
волны, осциллирует и значительна по амплитуде.  

Горизонтальная сила, действующая на жесткую вертикальную стенку при ударе, 
вычисляется по формуле: 

02
1

1 cos[ ]
( ) 2 [ ]n w

n
n n

h
F t J t

∞

=

− λ= λ
λ∑ , 

а момент относительно нижней точки стенки – по формуле: 

02
1

( ) ( ) [ ]n
n

n n

v
M t F t J t

∞

=

= + λ
λ∑  

в безразмерных переменных. Масштабы силы и момента равны 0 0ρ c UH  и 2
0 0ρ c UH , со-

ответственно. Безразмерные силы и моменты показаны на рис. 5 при 1=wh  (волна дви-

жется по сухому дну) и 0 5wh ,=  (высота волны равна глубине жидкости перед ней). 
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Рис. 4. Распределение давления вдоль стенки в разные моменты времени  
(все переменные безразмерные). 

 

Упрощенные модели. В задаче о 
взаимодействии волны с передним верти-
кальным фронтом и упругой стенки при-
сутствуют два масштаба времени. До сих 
пор использовался только масштаб времени 
T , связанный с акустическими эффектами. 
Второй масштаб времени связан с харак-
терным временем отклика стенки на при-
ложенные нагрузки. В качестве этого мас-
штаба можно принять период низшей моды 
собственных колебаний сухой пластины 1T . 
Для шарнирно закрепленной стальной пла-
стины длиной L  и толщиной bh  имеем: 

2
1 0 42 bT , L / h= , 

где L  измеряется в метрах, bh  – в милли-

метрах, 1T  – в секундах. Для стальной пла-
стины длиной 1 м и толщиной 2 см находим 

1 0 021T ,≈  с. Для глубины жидкости 2 м и 

 
Рис. 5. Сила (сплошная линия) и момент 
(пунктирная линия), действующие  
на жесткую вертикальную стенку, при 
ударе по ней волной с 1=wh  и 5.0=wh  

(все переменные безразмерные). 
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скорости звука 1500 м/с акустический масштаб времени равен ≈T 0.0013 с. Видно, что 

1T  в 15 раз больше чем T . Можно ожидать, что колебания гидродинамического давле-
ния на стенке, которые происходят на временном масштабе порядка T , оказывают сла-
бое влияние на прогиб упругой стенки и напряжения в ней. 

Упругие колебания пластины зависят от акустических эффектов, когда TT ≈1 . По-

следнее соотношение для стальной пластины и чистой воды дает HLLhb /630/ ≈ , а для 

воды с 1 % содержанием воздуха HLLhb /50/ ≈ . В последнем случае и при длине пла-

стины 1 м и глубине жидкости 2 м имеем, что акустические эффекты важны при толщи-
не стальной пластины больше чем 2.5 см. При этом система (18), (19) не допускает уп-
рощений, и ее решение существенно изменяется на временах порядка единицы (в без-
размерных переменных). 

Модель несжимаемой жидкости. Если TT >>1 , то следует ожидать, что искомые 
функции системы (18), (19) являются медленно меняющимися функциями в отличие от 
функций )(tKkm  и )(tpk . Можно показать, что тогда в главном порядке при 0/1 →TT  

справедливы следующие асимптотические формулы: 

0

( ) ( ) ( )
t

m km m kma K t d a t Kτ − τ τ ≈∫ ɶ , ( ) ( )k kp t t P≈ δ ɶ ,                                  (26) 

1

10

( ) 2km km n nk nm
n

K K d T T
∞ ∞

−

=

= τ τ = λ∑∫ɶ ,                                          (27) 

1

10

( )k k n n nk
n

P p d v T
∞ ∞

−

=

= τ τ = − λ∑∫ɶ .                                          (28) 

Ряды в (27) и (28) сходятся как 3−n  при ∞→n . 
С учетом приближенных формул (26) уравнение (19) принимает вид: 

( )a bα + =Ι Κ
��

,                                                                (29) 

где Ι  – единичная матрица, Κ  – симметричная матрица с элементами kmK
~

, определяе-

мыми формулой (27), Ttataa ),...)(),(( 21=�  и Ttbtbb ),...)(),(( 21=
�

. Подставляя (29), (26) и 
(28) в (18), получаем одно матричное дифференциальное уравнение относительно неиз-
вестного вектора )(ta

�
: 

( ) [ ] 0tt d ta a aα + + + γ =Ι Κ Λ
� � �

,                                               (30) 

которое интегрируется численно тем же методом, что и система (18) (19), но при нену-
левых начальных условиях: 

(0) 0a =�
, 1(0) ( )ta −= α + ΡΙ Κ

��
,                                                     (31) 

где TPP ,...)
~

,
~

( 21=Ρ
�

 с элементами kP
~

, задаваемыми формулой (28); 4diag{ }k= βµΛ  – диа-

гональная матрица. 
Сравнение результатов расчетов для модели сжимаемой жидкости (18)–(23) и мо-

дели несжимаемой жидкости (30)–(31) показаны на рис. 6, 7. Расчеты выполнены для 
стальной пластины длиной 1м и толщиной 2 см. Нижний край пластины находится на 
расстоянии 1 м от дна. Пластина шарнирно закреплена. Глубина жидкости 2 м и высота 
волны 0.5 м. Скорость удара 1 м/с. Заметим, что прогибы и напряжения линейно зависят 
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от скорости удара. Шаг по времени равен 0.01 при интегрировании системы (18)–(19) и 
системы (30). Расчеты выполнены для 10 упругих мод, 10=eN . В рядах (20), (21) и (27), 

(28) удерживалось 100 членов. 
 

 
Рис. 6. Прогиб в центре упругой пластины (в метрах) в зависимости от времени (в секундах)  

на начальном этапе, вычисленный в модели сжимаемой жидкости (линия)  
и модели несжимаемой жидкости (пунктир) без учета структурного демпфирования, =0γ . 

 
Рис. 6 показывает, что даже на начальном этапе взаимодействия результаты, полу-

ченные с учетом и без учета акустических эффектов, практически совпадают. Напом-
ним, что в данном случае период первой моды колебаний упругой пластины равен 
0.021 с, а характерное время для акустических эффектов равно 0.0013 с. 

 

 
 

Рис. 7. Прогиб (a) (в метрах) и относительное удлинение (б) (в микрострайнах) в зависимости  
от времени (в секундах) в центре упругой пластины, вычисленные в модели сжимаемой  

жидкости (толстая сплошная линия) и модели несжимаемой жидкости без учета структурного 
демпфирования, 0γ =  (пунктирная линия), и при 0 0001,γ =  (тонкая сплошная линия). 

 
На рис. 7, a) показана эволюция прогиба на большем интервале времени с учетом и 

без учета структурного демпфирования. Коэффициент демпфирования мал и затухание 
колебаний несущественное, однако, демпфирование значительно влияет на амплитуды 
высших мод колебаний. Этот эффект особенно проявляется при расчете напряжений. На 
рис. 7, б) дано относительное удлинение в центре упругой пластины, умноженное на 610  
(в микрострайнах). Видно, что даже малое демпфирование значительно уменьшает вклад 

а) 

б) 
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высших упругих мод в напряжения. Заметим, что период колебаний пластины, пред-
ставленных на рис. 7, примерно в четыре раза превышает период собственных колеба-
ний в воздухе первой упругой моды. Это объясняется эффектом «присоединенной мас-
сы» для упругих пластин, находящихся в полном или частичном контакте с жидкостью. 

Таким образом, модель несжимаемой жидкости (30) с ненулевыми начальными ус-
ловиями (31) может быть рекомендована для расчета напряжений в упругой части стен-
ки, если период ее первой моды значительно превышает характерное время акустиче-
ских эффектов. 

Комбинированная модель. Если период первой моды колебаний пластины в воз-
духе 1T  незначительно превышает характерное время акустических эффектов T , то 
предлагается проводить расчеты по модели сжимаемой жидкости (18)–(23) для некото-
рого начального этапа *0 tt <<  и продолжить расчеты в рамках модели несжимаемой 
жидкости (30), используя акустическое решение при *tt =  в качестве начальных усло-
вий. Такой подход основан на наблюдении того, что значительные по величине гидро-
динамические давления при ударе продолжаются на начальном этапе длительностью не-
скольких единиц безразмерного времени (см. рис. 3). В дальнейшем давление осцилли-
рует и затухает. 

Расчеты с помощью комбинированной 
модели выполнены для двухмерной задачи 
об ударе струей по упругой пластине. Гео-
метрия течения в этом случае представлена 
на рис. 8. Рассматривался удар по стальной 
пластине (модуль Юнга 101021×=E Н/м2, 
плотность ρ 7875b = кг/м3 и коэффициент 

Пуассона 0 3,ν = ) длиной 1 м и толщиной 2 
см. Для результатов, приведенных на рис. 9, 
ширина струи 20 см, а ее центр расположен в 
точке на расстоянии 25 см от нижнего края 
пластины, скорость удара 25 м/с. Отметим, 
что гидродинамическое давление и упругие 
реакции пластины линейно зависят от скоро-
сти удара. В приведенных расчетах удержи-

валось 20 мод для пластины ( 20=eN ) и 10 мод для гидродинамической части задачи 

( 10=fN ). Безразмерный шаг по времени выбирался равным 0 05t ,∆ = , что соответству-

ет 6107.6 −× c в размерных величинах. На рис. 9 приведены прогибы (a) и относительные 
удлинения (б) в точке на высоте 25 см, совпадающей с центром струи, полученные по 
модели сжимаемой жидкости (сплошная кривая) и по комбинированной модели. Штри-
ховые линии соответствуют переходу от сжимаемой к несжимаемой жидкости при без-
размерном времени 1* =t , а точечные − 2* =t . 

Видно, что и прогибы и удлинения при использовании комбинированной модели 
находятся в хорошем соответствии с результатами, полученными для случая сжимаемой 
жидкости. Согласование результатов для случая 2* =t  лучше, чем для 1* =t . Тестовые 
расчеты также показали, что чем больше *t , тем прогибы и напряжения ближе к значе-
ниям, полученным для сжимаемой жидкости. Однако применение модели сжимаемой 
жидкости на  первых единицах безразмерного времени ( 41 3 10t . −≈ × c) уже достаточно 
для корректного описания процесса. Отметим, что при этом время достижения макси-
мальных значений прогибов и удлинений имеет порядок нескольких миллисекунд. 

 

 
 

Рис. 8. Схема расчета задачи об ударе  
струей по упругой пластине. 
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Рис. 9. Прогибы (в сантиметрах) (a) и относительные удлинения (в микрострайнах) (б) в точке  
на высоте 25 см, полученные по модели сжимаемой жидкости (сплошная линия)  

и по комбинированной модели. Штриховые линии соответствуют переходу от сжимаемой  

к несжимаемой жидкости при безразмерном времени 1* =t , а точечные – 2* =t .  
По горизонтали отложено время в микросекундах. 

 
Аналогичные расчеты для толщины пластины 1.5 см и струи шириной 1 м (центр 

струи, совпадает с центром пластины) при тех же остальных параметрах задачи приве-
дены на рис. 10. Здесь безразмерное время смены модели течения 0 5*t ,=  и 1* =t , одна-

ко единица времени в размерных переменных в этом случае равна 46 7 10, −× с. 
 

 
 

Рис. 10. Прогибы (в сантиметрах) (a) и относительные удлинения (в микрострайнах) (б)  
в центре пластины, полученные по модели сжимаемой жидкости (сплошная линия)  

и по комбинированной модели. Штриховые линии соответствуют переходу от сжимаемой  

к несжимаемой жидкости при безразмерном времени 0 5*t ,= , а точечные – 1* =t .  
По горизонтали отложено время в микросекундах. 
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Таким образом, можно сделать вывод, что самое начало процесса удара является 
определяющим для упругих реакций пластины. Более точную и адекватную модель 
сжимаемой жидкости достаточно применить на временах, сравнимых со временем, рав-
ным толщине слоя жидкости, деленной на скорость звука в нем. Затем можно использо-
вать более простую модель несжимаемой жидкости. 

 
*** 

Исследована начальная стадия удара волной с почти вертикальным передним 
фронтом по упругой пластине. Использована модель слабосжимаемой жидкости. Пред-
ставлены численные алгоритмы для расчета изгибающих напряжений в стенке и ее про-
гибов, проведены тестовые расчеты. Исследованы распределение гидродинамического 
давления при ударе по жесткой стенке и влияние структурного демпфирования пласти-
ны на ее гидроупругое поведение при ударе. Показано, что максимумы прогибов и уд-
линений пластины, в основном, определяются низкочастотными модами, которые при 
учете демпфирования затухают медленнее, чем высокочастотные. Поэтому результаты, 
полученные без учета структурного демпфирования, дают достаточно точную оценку 
прогибов, но несколько завышенные значения удлинений и напряжений в пластине, что 
связано с удержанием высокочастотных мод колебаний пластины. Если предметом ис-
следования являются продолжительные колебания пластины при ударе, то вычисления 
обязательно должны проводиться с учетом демпфирования.   

Исследованы две упрощенные модели процесса удара волной с передним плоским 
фронтом по упругой стенке – модель несжимаемой жидкости и комбинированная модель, 
в рамках которой вычисления на начальном этапе проводятся по модели сжимаемой жид-
кости, а затем – по модели несжимаемой жидкости. Показано, что самое начало процесса 
удара является определяющим для правильного расчета упругих реакций пластины.  

Описанные в статье особенности эволюции давлений необходимо учитывать при 
расчётах, проектировании и строительстве инженерных сооружений в зоне 
обрушающихся волн. 

Представленные результаты и алгоритмы допускают обобщение на трехмерные за-
дачи, что может быть выполнено с помощью подхода, описанного в [7].  

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Программы фундаментальных исследова-
ний Президиума РАН № 20.4 и программы специализированных отделений РАН № 2.14.2. 
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