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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ СТРАТИФИКАЦИИ  
НА СИЛУ СОПРОТИВЛЕНИЯ ПРИ ДВИЖЕНИИ ЛЕДЯНОГО КИЛЯ  

В ДВУХСЛОЙНОЙ ЖИДКОСТИ 
 
 

В работе рассматривается численное моделирование движения ледяного киля в двух-
слойной жидкости. Для описания нестационарной геометрии области на прямоуголь-
ных сетках используется метод погруженной границы. Приводятся результаты расчета 
силы сопротивления для различных значений чисел Фруда в сравнении с данными ла-
бораторных экспериментов. 

 
Ключевые слова: морской лед, двухслойная жидкость, коэффициент лобового сопротивления, метод по-

груженной границы, графические процессоры. 
 
 
Одним из параметров, необходимых для численного моделирования динамики 

морского льда, является коэффициент сопротивления для действия ветра и течения жид-
кости, определяемый геометрическими характеристиками поверхности льда и динами-
кой пограничного слоя [1]. Важная особенность, которую необходимо учитывать при 
параметризации силы действия течения на лед, связана с тем, что высота пограничного 
слоя сравнима с характерной высотой неоднородностей нижней поверхности льда. Та-
ким образом, влияние геометрии поверхности более существенно для океана, чем для 
атмосферы, где высота пограничного слоя значительно больше [2].  

Данные наблюдений [3−5] свидетельствуют о том, что подводная часть ледяного 
покрова имеет достаточно сложную структуру и является, в том числе, источником ге-
нерации внутренних волн. Характерная черта поверхности – наличие ледяных килей, 
достигающих в высоту до 35 м [1] при поперечном размере порядка 100 м [6], форми-
рующихся в результате процессов сжатия при вертикальном смещении льда.  

Силу сопротивления для системы лед–океан можно разделить на три компоненты 
[7]: лобовое сопротивление боковой поверхности, сопротивление ледового киля и по-
верхностное трение для подводной поверхности льда. Современные параметризации [7], 
как правило, не учитывают стратификацию и пренебрегают влиянием внутренних волн. 
Однако лабораторные эксперименты [6] и численные расчеты [8, 9] показывают, что 
данные процессы существенно влияют на коэффициент сопротивления глубоких ледо-
вых килей. Структура течения в пограничном слое также зависит от внутренних волн, а 
действие волн на возмущенное килем течение может изменять динамику формирования 
льда в зимний период за счет турбулентного перемешивания [10]. Отметим, что при 
оценке поверхностного трения также требуется учитывать влияние соседних килей на 
течение [7]. 

Цель настоящей работы – выделить влияние стратификации на сопротивление по-
тока движению ледяного киля в жидкости. При этом основное внимание уделяется вос-
произведению условий по числу Фруда при дрейфе льда. В качестве стратифицирован-
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ной жидкости рассматривается двухслойная система. Несмотря на то что такой подход 
не позволяет воспроизвести все важные волновые процессы, характерные для непрерыв-
но стратифицированных потоков, он представляет удобный способ классификации эф-
фектов течения и влияния потока на коэффициент лобового сопротивления. 

Параметры среды, определяющие число Фруда, и скорость передвижения ледяного 
киля выбирались на основе серии полевых измерений в море Бофорта [11] и лаборатор-
ных экспериментов [6]. Число Фруда для данного района Арктики может достигать 0.7 
при скоростях льда, достигающих 25 см/с. 

Лабораторные эксперименты [6] и численные оценки на основе конечно-
разностного метода решения двухмерных уравнений Эйлера [8, 9] проводились для 
двухмерных профилей киля с учетом указанных условий. Анализ результатов числен-
ных расчетов [8] показывает [9], что неточная аппроксимация криволинейной геометрии 
киля приводит к генерации фиктивной завихренности у границы и появлению области 
отрыва потока, что тем не менее улучшает согласованность рассчитанных характеристик 
течения с данными экспериментов. Отметим, что в расчетах [8, 9] рассматривался задан-
ный поток вокруг неподвижной модели ледяного киля.  

Численное моделирование течения вокруг подвижного киля на основе вихреразре-
шающей модели турбулентности приводится в работе [10]. Система уравнений рассмат-
ривается в системе координат, фиксированной относительно киля, а для описания гео-
метрии используется метод ступенчатого представления границы. Грубое представление 
границы приводит к появлению шума и возможным ошибкам при аппроксимации подсе-
точных процессов. Отмечается, что построение дискретизации на прямоугольных сетках 
в вихреразрешающих моделях, для которых требуется явная фильтрация, является более 
предпочтительным, поскольку криволинейные сетки, основанные на преобразовании ко-
ординат, согласованных с формой поверхности киля, могут нарушать принятые пара-
метризации турбулентных процессов.  

В настоящей работе для аппроксимации криволинейной границы ледяного киля 
используется метод погруженной границы [12, 13]. Основная идея состоит в модифика-
ции системы уравнений или численной схемы для повышения порядка аппроксимации 
по сравнению с методом ступенчатого представления границы. При этом сохраняется 
возможность дискретизации уравнений на простых прямоугольных сетках. Важным для 
точности аппроксимации геометрии области в методе погруженной границы являются 
способы интерполяции/экстраполяции значений в точках криволинейной границы, чем и 
объясняется большое разнообразие в существующих модификациях данного подхода 
[14−19]. Методика не зависит от конкретной геометрии области и не требует разработки 
сложных алгоритмов покрытия области криволинейными сетками, что делает ее более 
привлекательной для реализации на параллельных вычислительных системах и числен-
ного решения задач в областях с нестационарной геометрией.  

Численный метод. Систему уравнений, описывающую течение вязкой двухслой-
ной жидкости в приближении Буссинеска в области Ω , соответствующую параллелепи-
педу с границей Г, включающую область KΩ  с погруженной границей 

KГ ( )K K KΩ ≡ Ω ∪ Γ ∈ Ω ≡ Ω ∪ Γ , можно записать следующим образом: 

2

0 0

1
( ) up g

t

∂ ρ+ ⋅∇ = ν∇ − ∇ − +
∂ ρ ρ z

u
u u u e f

ɶ
,                                      (1) 

2( ) f
t ρ

∂ρ + ⋅∇ ρ = κ∇ ρ +
∂

u
ɶ

ɶ ɶ ,                                                  (2) 

0∇⋅ =u ,                                                               (3) 
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где ( , , )u v w=u  − вектор скорости, p  − давление, ρɶ  − отклонение плотности от средней 

величины 0ρ , ν  − кинематическая вязкость, g  − ускорение свободного падения, ze  − 

единичный вектор по координате z . Вектор uf  и функция fρ  − добавочные функции для 

аппроксимации краевых условий на криволинейной границе KГ  методом погруженной 

границы. Уравнения (1)–(3) дополняются начальными и краевыми условиями на вектор 
скорости u

⌢
 и отклонение плотности ρɶ . На погруженной границе задается условие Ди-

рихле: 

( , ) | ( )
K Kt tΓ =u x U .                                                          (4) 

Подробный вид краевых условий приводится далее при описании вычислительных 
экспериментов. 

Численный метод решения системы (1)–(3) основан на дискретизации системы на 
прямоугольной сетке hΩ  с разнесенным способом размещения потоковых переменных 

(компоненты вектора скорости определяются на гранях ячеек, скалярные величины в 
центре ячеек). Рассматриваются сетки с неравномерным шагом для повышения про-
странственного разрешения вблизи границы KГ . Метод дробных шагов [20−22] исполь-

зуется для интегрирования уравнения движения (1) по времени с учетом уравнения не-
разрывности (3). На первом шаге определяется промежуточное поле скорости u

⌢
: 

( ) ( )
11

2 122

0 0

1n n
nn n n

z up g
t

++ +− ρ+ ⋅∇ = ν∇ − ∇ − +
∆ ρ ρ

u u
u u u e f

⌢
ɶ

,                          (5) 

где t∆  − шаг по времени. Для аппроксимации нелинейного слагаемого ( )
1

2
n+⋅∇u u  и опе-

ратора диффузии ( )
1

2 2
n+

ν∇ u  используется явная схема Адамса–Бэшфорта второго поряд-

ка: 
1

12
3 1

2 2

n n n+ −χ = χ − χ . Проекция вектора u
⌢

 в подпространство соленоидальных векто-

ров ( ( ) :∀ ≡ = + ∇ψv v x v u , при этом 0∇⋅ =u  и слагаемые ортогональны: ( ), 0∇ψ =u ) 

приводит к уравнению Пауссона для поправки к давлению 1n+φ :  

1n

t
+ ∇ ⋅∆φ =

∆
u⌢

.                                                            (6) 

Тогда значения вектора скорости и давления на новом шаге по времени находятся 
следующим образом: 

1 1n nt+ += − ∆ ∇φu u⌢ ,                                                        (7) 

1 1
0

n n np p+ += + ρ φ . 

Дискретизация адвекции на сетке hΩ  − консервативная кососимметрическая форма 

второго порядка [23], оператор диффузии аппроксимируется схемой центральных разно-
стей.  

Уравнение Пуассона для поправки к давлению, обеспечивающее выполнение усло-
вие неразрывности для скорости (6), численно решается предобусловленным стабилизи-
рованным методом бисопряженных градиентов [24], где в качестве предобусловливателя 
используется геометрический многосеточный метод с V-циклом [25, 26]. 
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Для интегрирования уравнения (2) по времени используется схема Рунге–Кутты 
2-го порядка: 

( )n nt′ρ = ρ + ∆ Φ ρɶ ɶ ɶ , 

( )1 1
( )

2 2
n n t+ ∆′ ′ρ = ρ + ρ + Φ ρɶ ɶ ɶ ɶ , 

где 1 2 1( ) ( )n nf+ +
ρΦ ρ ≡ − ⋅∇ ρ + κ∇ ρ +u , вектор скорости 1n+u  определяется из решений (5)–

(7). Схема центральных разностей применяется для дискретизации диффузии, адвекция 
поля плотности аппроксимируется схемой WENO 5-го порядка, что позволяет воспроиз-
водить смещение границы раздела в двухслойной жидкости с учетом скачка в поле от-
клонения плотности ρɶ . Основная идея данной схемы состоит в выборе шаблона в зави-
симости от гладкости решения, а именно построении линейной комбинации аппрокси-
маций низкого порядка с нелинейными весами [27, 28]. 

Требование выполнения условий (4) на погруженной границе обеспечивается за 
счет добавления функции ( , )u tf x  в уравнение движения. Поверхность KΓ  представляет-

ся набором из KN  треугольников и набором точек , 1i Ki N=X …  – геометрических цен-

тров построенной триангуляции, в которых определяется условие (4): 
( , ) | ( ), 1

Ki K Kt t i NΓ = =u X U … . На заданной прямоугольной сетке hΩ  определяются опера-

тор интерполяции L  сеточной функции в точки границы KΓ  и оператор проектирования 
*L  в узлы сетки по значениям в точках , 1...i Ki N=X : 

F Lf= : ( ) ,1 ,
h

i j j i j Kj
F f D V i N

∈Ω
= − ∆ ≤ ≤∑ x X                              (8) 

*f L F= : 
1

( ) , ,KN

j i j i i hi
f F D s j

=
= − ∆ ∈Ω∑ x X                                     (9) 

где iF  − значения в точке iX  погруженной границы KΓ , is∆  − площадь связанного с 

точкой iX  элемента триангуляции, jf  − значения в ячейке сетки hΩ объема jV∆  и цен-

тром в точке jx . Функция ( )D r , где ( , , )x y zr r r=r , определяется как сеточная аппрокси-

мация дельта-функции на hΩ . 

Для определения добавочной функции ( , )u tf x  вычисление промежуточного поля 

скорости u
⌢

 (5) разделяется на несколько шагов: 

( ) ( )
11

2 22

0 0

1n n
nn n

zp g
t

++− ρ+ ⋅∇ = ν∇ − ∇ −
∆ ρ ρ

u u
u u u e

ɶɶ
, 

1 1 * 1 1( , ) ( , )n n n n
u u it L t

t
+ + + +− = ≡

∆
u u

f x F X
⌢
ɶ

.                                        (10) 

Применение оператора интерполяции (8) к соотношению (10) приводит к системе 
уравнений для значений в точках на погруженных границах: 

1 * 1 1 1 1( , ) ( , )n n n n n
u u i K u i

L L
L LL t A t

t
+ + + + +− = ≡ ≡

∆
u u

f F X F X
⌢

ɶ
, 

где KA  − квадратная матрица с числом строк (столбцов) KN , структура, которой зависит 

от распределения набора точек iX  погруженной границы на фиксированной сетке hΩ  и 

выбора аппроксимации дельта-функции в определении операторов (8), (9). Значения по-
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ля Lu
⌢

 скорости в точках i K∈ΓX  заменяются известными граничными условиями (4) 
1( )n

K t +U  для скорости на ( 1)-мn +  шаге по времени. Таким образом, вычисление неиз-

вестной функции 1 1( , )n n
u t+ +f x  сводится к решению системы линейных уравнений с мат-

рицей KA  относительно 1 1( , )n n
u i t+ +F X  с известной правой частью и нахождения добавоч-

ной функции к промежуточному полю скорости применением оператора *L  к получен-
ному решению: 

1
1 1( )
( , )

n
n nK

b u i

t L
A t

t

+
+ +− =

∆
U u

F X
ɶ

,                                           (11) 

* 1 1( , )n n
u iL t

t
+ +− =

∆
u u

F X
⌢
ɶ

. 

Существование обратной матрицы KA  следует из отсутствия совпадающих точек в 

определении погруженных границ. Для решения системы (11) используется метод со-
пряженных градиентов с предобусловливателем Якоби. Отметим, что при близком рас-
положении точек i KX ∈Γ  относительно шага сетки наблюдаются проблемы с устойчи-

востью численного метода решения системы (11). 
Способ определения добавочной функции приводит к тому, что краевые условия 

выполняются точно для промежуточного поля скорости u
⌢

 и лишь приближенно для 
скорости на ( 1)-мn +  шаге по времени, полученной проекцией u

⌢
 (7) на основе ограни-

чения для скорости, выраженного уравнением неразрывности (3). Указанный недостаток 
наблюдается при совмещении различных вариантов метода погруженной границы [17, 
29−31] с проекционными методами [21] интегрирования системы (1), (3). Точность ап-
проксимации можно повысить проведением нескольких итераций на каждом шаге по 
времени [17]. 

Метод погруженной границы легко обобщается для задач со многими погружен-
ными границами (при условия отсутствия пересечений), при этом матрица системы (11) 
будет иметь блочно-диагональную структуру. При движении KΓ  на фиксированной сет-

ке требуется пересчет операторов интерполяции L  (8) и проектирования *L  (9), а также 
матрицы системы *

bA LL≡ .   

Определение дельта-функции в операторах (8), (9) основано на следующей аппрок-
симации [19] на сетке с шагом h : 

3

1
( ) ( ) ( ) ( ), ( , , ), ( , , )

x X y Y z Z
D d d d x y z X Y Z

h h h h

− − −− = ≡ ≡x X x X , 

где 

( )
( )

2

2

1
3 2 1 4 4 ,0 1

8
1

( ) 5 2 7 12 4 ,1 2
8
0,2

r r r r

d r r r r r

r

 − + + − ≤ ≤

= − − − + − ≤ ≤

 ≤



.                                                              (12) 

Приведенная формулировка (12) является обоснованной в том случае, если опреде-
ление операторов (8), (9) приводит к ненулевым коэффициентам только для внутренних 
узлов сетки. Однако для рассматриваемой задачи допускается возможность пересечения 
границы KΓ  и границы Γ  области Ω , что требует дополнительной модификации (12) с 
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помощью смещения интерполяции во внутренние узлы сетки при близком (относитель-
но шага сетки) расположении точек погруженной границы и границы области [32].  

Модификация основана на определение аппроксимаций как функций вида ( , )D x X , 
т.е. функций двух переменных, сохранении моментов функции (12): 

2 2 1
{0} {0}

1
( ) ( )

2s m s m
m m

d r s d r s

+ +
= = +
∈ ∪ ∈ ∪

− = − =∑ ∑
ℤ ℤ

,                                          (13) 

( ) ( ) 0
s

r s d r s
∈

− − =∑
ℤ

,                                                      (14) 

и выполнения следующего условия для точек вдали от границы области: 

( )2 3
( )

8s

d r s C
∈

− = ≡∑
ℤ

.                                                   (15) 

Тогда аппроксимацию на единичном кубе [ ]3
0,1  можно представить в виде 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , , ), ( , , )D d x X d y Y d z Z x y z X Y Z= ≡ ≡x X x X , 

где 

1 3
, ,

2

1 3 3
( , ) , 1

2 2

1 1 1 3
, ,1

2

x X
d X h

h h h

x X
d x X d h X h

h h

x X
d h X

h h h

   < 
 

 − = ≤ ≤ −  
 

 − −  − <  
 

ɶ

ɶ

. 

Коэффициенты разложений (8), (9) для точек вблизи границы можно получить как 
решение квадратного уравнения, определяемого соотношениями (13)–(15) при условии 
фиксированного числа узлов сетки, выбранного для интерполяции [32]. 

Несмотря на приемлемые результаты, полученные для задач воспроизведения те-
чений со стационарными границами, применение метода погруженной границы в зада-
чах с неоднородными условиями (4) ( ( ) 0KU t ≠ ) приводит к появлению фиктивных ос-

цилляций в интегральных характеристиках течения. Важно отметить, что данные осцил-
ляции значительно уменьшаются при увеличении сеточного разрешения при постоянном 
числе Куранта [33]. В работе [34] предлагается преобразование ( )d r  (12), что позволяет 
повысить порядок гладкости и обеспечить выполнение сохранения моментов высших 
порядков вида (13), (14) данных функций, что приводит к существенному уменьшению 
амплитуды осцилляций на заданной сетке. 

Программная реализация. Для расчетов использовалась программные реализации 
численного метода на архитектуре центрального процессора с помощью функций биб-
лиотеки MPI и реализация для графических процессоров, где для организации вычисле-
ний применялась технология программирования CUDA. Расчеты проводились на супер-
компьютере СКИФ МГУ «Чебышёв» (Intel Xeon 5472) и суперкомпьютере «Гра-
фИТ!/GraphIT!» на основе графических процессоров (Intel Xeon X5650, Nvidia «Fermi» 
Tesla M2050). Особенности реализации численного метода для графических процессо-
ров рассмотрены в статье [14]. 
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Численные эксперименты. Параметры среды, конфигурация вычислительной об-
ласти и геометрия модели ледяного киля выбирались на основе лабораторных экспери-
ментов [6]. Число Фруда можно определить следующим образом: 

0
0

0

U
F

c
= ,                                                                  (16) 

где 0U  – скорость потока вверх по течению, 2 '
0 0c g h=  – фазовая скорость. Характеристи-

ческая глубина 0h  и приведенное ускорение свободного падения 'g  задаются с помощью 

глубины невозмущенного верхнего и нижнего слоев 1d  и 2d  с плотностями 1ρ  и 2ρ  со-

ответственно: 

1 2
0

1 2( )

d d
h

d d
=

+
, 

'
2 1 0( ) /g g= ρ − ρ ρ , 

где 0ρ  – характеристическая плотность. Рассматривались значения числа Фруда из ин-

тервала 00.1 1.7F≤ ≤ , что соответствует скоростям 0U  от единицы до 24 см/c. 

Поле плотности для случая двухслойной стратификации предполагалось заданным 
в виде 

( )
2 2

2
2 2 2

1 2 1 2

,0 ,

( ) , ,
2

, .

z d

z d
z d z d

d z d d

ρ ≤ ≤ − δ
 − + δρ = ρ − ∆ρ − δ < < + δ δ
ρ + δ ≤ ≤ +

 

Толщина промежуточного слоя 2δ  выбиралась равной 1 см [6, 9]. 
Профиль ледяного киля по оси x  определяется как функция вида 

2

2 2
( )K

HB
Z x C

B x
= −

+
,                                                    (17) 

где 6.6H = см, 8.5B = см, 1.1C =  см. В поперечном направлении, по оси y , профиль 
модели не изменяется. 

Численные расчеты проводились для двух задач: обтекание неподвижной поверх-
ности (17) заданным потоком и воспроизведение возмущения среды при движении ледя-
ного киля. Первая часть расчетов допускает возможность увеличения разрешения вблизи 
модели киля и использовалась для оценки влияния разрешения и размера области на си-
лу сопротивления и форму внутренних волн; определения времени интегрирования, дос-
таточного для установления квазистационарного режима и интервала осреднения для 
вычисления силы сопротивления. На западной части границы Г, x ≡ const, задавался 
профиль скорости, на противоположной − условия излучения вида [35] 

0C
t xφ

∂φ ∂φ+ =
∂ ∂

, 

где φ  − потоковая переменная системы уравнений (1)–(3). По оси y  рассматривались 
периодические краевые условия, на поверхности ледяного киля требовалось выполнение 
условия прилипания. 
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Вторая часть расчетов состояла в численном воспроизведении среды при движении 
ледяного киля в периодической по осям x  и y  области, определяемого условием 

0

0

/ ,0
( ) .

,
a a

K
a

U t T t T
U t

U t T

≤ ≤
= − >

 

Разрешение области выбиралось на основе проведенных расчетов для неподвижно-
го киля и условий на шаг и анизотропность сетки, приведенных в работе [36]. Макси-
мальное число узлов сетки в расчетах составило около 250 млн.  

Схема вычислительной области при масштабировании по глубине верхнего слоя 1d  

и направление координатных осей представлены на рис.1. 

 
Рис.1. Конфигурация вычислительной области. 

 
На рис.2 приведены результаты расчета (светлые кружки) силы сопротивления при 

движении ледяного киля в однородной жидкости и сравнение с данными лабораторных 
экспериментов (темные кружки) [6]. Движение киля приводит к появлению области от-
рыва потока; при этом сила сопротивления квадратично зависит от скорости, что соот-
ветствует коэффициенту лобового сопротивления 0.62DC ∼  [6]. При отсутствии страти-

фикации структура потока, связанная с отрывом течения, нечувствительна к числу Рей-
нольдса. 

На рис.3 представлены значения силы сопротивления при различных скоростях 
движения киля 0U  для случая стратифицированной жидкости. Дополнительно, приведе-

на ось, содержащая значения чисел Фруда 0F  согласно соотношению (25). Временной 

ряд для смещения границы раздела при числах Фруда 0F = 0.58, 0.72 и 1.08 приведен на 

рис.4. Ордината описывает отклонение интерфейса от положения равновесия 1z d≡  в 

точке 0
C K Cx x L= − , где 0

Kx  − начальное положение киля (определяемое как значение x , 

при котором maxKZ ≡ ), CL  − расстояние, равное 340 см. Расчетное время, отложенное 

по оси абсцисс ( ) /K C Kt x x U′ = − , определяется через координату ( )K Kx x t≡  текущего 

положения модели при движении со скоростью KU . 
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Рис.2. Значение силы  
сопротивления на единицу  
длины при движении модели 
ледяного киля для однородной 
жидкости. 
Условные обозначения те же,  
что на рис.1 (объяснения в тексте). 

 
Рис.3. Значение силы сопротивления на единицу  
длины при движении модели ледяного киля,  
для стратифицированной жидкости. 
Условные обозначения те же, что на рис.1  
(объяснения в тексте). 

Рис.4. Временной ряд смещения границы  
раздела в зависимости от числа Фруда F0  
в точке xC, расположенной на расстоянии 
340 см по направлению движения  
от начального положения киля. 

 
Структура течения, полученная при численном моделировании, в целом согласуется 

с данными лабораторных экспериментов [6]. Сила сопротивления в двухслойной жидко-
сти соответствует следующей зависимости от скорости движения ледяного киля: резкое 
увеличение при скорости, соответствующей числу Фруда 0 0.1F ≈ , локальный максимум 

при 0 0.5 0.6F ≈ − , следующим за ним минимумом, и дальнейшее монотонное увеличение 

при сверхкритических условиях. Начальный рост силы сопротивления соответствует рас-
пространению волнового возмущения впереди препятствия и образованию перехода гра-
ницы в виде прыжка на задней стороне киля. Дальнейшее увеличение скорости приводит 
к увеличению сопротивления и нарастанию амплитуды волнового возмущения, дополни-
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тельно увеличивая асимметричность границы раздела. Вблизи локального максимума 
волновое возмущение на подветренной стороне сдвигается вниз по течению, при этом 
полностью подавляется отрыв потока. Данный эффект также выражается в увеличении 
среднеквадратичного отклонения для временнóго ряда силы сопротивления, при первона-
чальном увеличении скорости и резком уменьшении для точки максимума. 

Общая структура течения сохраняется до чисел Фруда 0 0.8F ≈ , что соответствует 

появлению частично захваченной волны и образованию области отрыва потока на зад-
ней стороне. Для значений числа Фруда 0 1.0F ≈ , близких к резонансу, граница раздела 

принимает форму уединенной волны, частично или полностью захваченной препятстви-
ем. Здесь течение может быть нестационарным, с бóльшим временем установления. При 
сверхкритических условиях наблюдается монотонное увеличение силы сопротивления 
при увеличении скорости движения. Тем не менее наличие границы раздела частично 
подавляет отрыв потока, что выражается в уменьшении силы сопротивления по сравне-
нию со случаем однородной жидкости (см.рис.2). 

 
*** 

Результаты численных расчетов показывают возможность достоверной оценки си-
лы сопротивления при движении модели ледяного киля в двухслойной стратифициро-
ванной жидкости. Для рассмотренных условий стратификация оказывает существенное 
воздействие как на силу сопротивления, так и на характер течения вблизи препятствия. 
При этом аналитические модели, как правило, недостаточно достоверно описывают 
структуру потока вблизи киля для точного расчета силы сопротивления [6]. 

Структура верхней части Арктического океана, форма подледной поверхности 
предполагают наличие широкого спектра внутренних волн. Стратификация жидкости 
приводит к тому, что сила лобового сопротивления для глубоких ледовых килей может 
составлять наиболее значительную часть коэффициента сопротивления ледового покро-
ва при моделировании динамики морского льда. Необходимость оценки потока страти-
фицированной жидкости для данной задачи также связана с влиянием на процессы пе-
ремешивания тепла и солей на значительных глубинах. 

Несмотря на существенный поперечный размер ледяных килей, данные наблюде-
ний свидетельствуют о возможно значимой изменчивости по высоте [11], приводящей к 
изменению влияния волновых эффектов вдоль поверхности. Интересной задачей пред-
ставляется применение рассмотренных численных подходов при оценке силы сопротив-
ления для моделей ледяных килей различной геометрии. 
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