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ДАЛЬНИЕ ПОЛЯ ВНУТРЕННИХ ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН  

В НЕОДНОРОДНЫХ И НЕСТАЦИОНАРНЫХ  

СТРАТИФИЦИРОВАННЫХ СРЕДАХ 

 
Настоящая работа посвящена изложению решения фундаментальной проблемы мате-

матического моделирования динамики океана, связанной с теоретическим изучением 

процессов возбуждения, распространения и эволюции дальних полей внутренних гра-

витационных волн в неоднородных и нестационарных стратифицированных средах. 

Задача решена с помощью предложенного модифицированного пространственно-

временного лучевого метода. Приведены результаты численных расчетов с использо-

ванием полученных асимптотических формул  для реальных параметров океана. 

 

Ключевые слова: внутренние гравитационные волны, стратифицированные среды, метод геометрической 

оптики. 

 

 

На распространение внутренних гравитационных волн (ВВ) в стратифицированных 

природных средах (океан, атмосфера) существенное влияние оказывают горизонтальная 

неоднородность и нестационарность этих сред. К числу наиболее характерных горизон-

тальных неоднородностей реального океана можно отнести изменение рельефа дна, не-

однородность и нестационарность поля плотности, изменчивость средних течений. Точ-

ное аналитическое решение данной задачи, например методом разделения переменных, 

получается только в том случае, если распределение плотности и форма дна описывают-

ся достаточно простыми модельными функциями. Когда форма дна и стратификация 

произвольны, можно построить только асимптотические представления решения или 

решать задачу численно. Однако численное решение не позволяет получать и анализи-

ровать качественные характеристики волновых полей на больших расстояниях, что не-

обходимо для решения, например, проблемы обнаружения ВВ дистанционными метода-

ми, в том числе с помощью средств аэрокосмической радиолокации [1–6]. 

Математическое моделирование волновой динамики в неоднородных и нестацио-

нарных стратифицированных средах возможно с помощью модифицированного вариан-

та пространственно-временнóго лучевого метода (метод геометрической оптики). Он 

представляет собой модификацию метода «вертикальные моды – горизонтальные лучи», 

при этом медленности изменения параметров океана по вертикали не предполагается. 

Конкретная форма асимптотических представлений определяется из решения задач, 

описывающих динамику ВВ в стратифицированном по вертикали, горизонтально-

однородном и стационарном океане. Как правило, при исследовании эволюции пакетов 

ВВ в стратифицированных средах с медленно меняющимися и нестационарными пара-

метрами  предполагается, что этот волновой пакет является локально гармоническим. В 

отличие от большинства работ, посвященных исследованию данной проблемы, предло-

женный модифицированный метод геометрической оптики дает возможность описывать 

структуру волновых полей вблизи особых поверхностей: каустик и волновых фронтов 

[1, 3, 7–12]. 

Асимптотические представления решений о распространении негармонических 

волновых пакетов в среде с неоднородной по горизонтали и нестационарной плотно-

стью, проведенные численные расчеты для типичных океанических параметров свиде-
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тельствуют о существенном влиянии факторов нестационарности и горизонтальной не-

однородности на реальную динамику ВВ в океане. Все результаты математического мо-

делирования волновой динамики, изложенные в настоящей работе, применимы для про-

извольных распределений плотности и других параметров стратифицированных при-

родных сред, и эти результаты необходимо рассматривать в контексте непротиворечиво-

сти имеющимся данным натурных измерений ВВ в океане [6, 13, 14]. 

Использованные методы асимптотического исследования волновой динамики не-

гармонических пакетов ВВ могут быть также применимы к широкому классу физиче-

ских задач, вполне адекватно описываемых этими методами. Значение таких методов 

анализа волновых полей определяется не только их наглядностью, универсальностью и 

эффективностью при решении разнообразных задач, но и тем, что они могут явиться не-

которой полуэмпирической основой других приближенных методов в теории распро-

странения волновых пакетов иной физической природы [10–12]. 

Термин геометрическая оптика в научной литературе употребляется в различных 

значениях. Геометрическая оптика в узком, или лучевом, смысле изучает только спосо-

бы построения изображения с помощью лучей, тогда как геометрическая оптика в ши-

роком, или волновом, понимании выступает как метод приближенного описания волно-

вых полей. При волновом толковании, которое будет использовано в данной работе, лу-

чи, как правило, образуют только геометрический костяк, на который «нашивается» 

волновое поле. В соответствии с двумя указанными толкованиями геометрической опти-

ки в ее развитии выделяется два периода. Первоначальный лучевой период идейно был 

завершен фундаментальными трудами Гамильтона, которые также оказали существен-

ное влияние на развитие классической механики. Построение лучей лежит в основе ин-

струментальной геометрической оптики, ориентированной в основном на расчет различ-

ных оптических устройств. Современный волновой период геометрической оптики ве-

дет свое начало с работ Дебая, которые оказали решающее влияние на формирование 

лучевых представлений в волновой теории [10, 11]. 

Исследованию волн в средах с медленно меняющимся параметрами посвящена об-

ширная литература, в то же время проблеме исследования ВВ в средах с меняющимися 

параметрами (не в последнюю очередь в силу значительных математических трудно-

стей, возникающих при решении этих задач) посвящено не так много работ. В данной 

работе систематически изложены основные положения пространственно-временнóго лу-

чевого  метода (метод геометрической оптики) с учетом специфики внутренних гравита-

ционных волн, позволяющего исследовать волновую динамику дальних полей ВВ в не-

однородных и нестационарных стратифицированных средах [3, 7–9, 15]. 

Асимптотики дальних полей ВВ в неоднородном по горизонтали океане. Ис-

ходной для дальнейшего анализа является линеаризованная система уравнений гидроди-

намики [1–4]: 
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Здесь (u1, u2, w) – компоненты вектора скорости ВВ; p  и   – возмущения давления и 

плотности; g – ускорение силы тяжести (ось z направлена вниз). С использованием при-

ближения Буссинеска, означающего, что невозмущенная плотность ),,(0 yxz  в первых 

трех уравнениях системы (1) считается постоянной величиной, система (1) приводится к 

следующему виду: 
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В качестве граничных условий используется условие «твердой крышки» на по-

верхности: 0W , )0( Hz  , H – глубина океана. При решении задачи предполагается, 

что в среде с неоднородным по горизонтали полем плотности можно пренебречь ста-

ционарными течениями, вызванными этим полем. Действительно, из уравнений гидро-

динамики следует, что если невозмущенная плотность является функцией горизонталь-

ных координат, то из существования стационарного распределения плотности ),,(0 yxz  

следует существование стационарных течений. Однако вследствие медленности этих 

течений ими можно пренебречь в первом приближении. Поэтому обычно считается, что 

),,(0 yxz  есть некоторое фоновое поле плотности, сформировавшееся под воздействием 

массовых сил и неадиабатических источников и задается a priori, например из экспери-

мента [1, 7–9]. 

Рассмотрим далее гармонические волны (u1, u2, w) = ),,)(exp( 21 WUUti . Решение 

системы (2) невозможно методом разделения переменных, поэтому необходимо исполь-

зовать асимптотические методы, а также тот факт, что масштабы изменений параметров 

океана по горизонтали могут превышать масштабы вертикальной изменчивости [1, 3, 4]. 

Введем далее безразмерные переменные: ,/,/,/ hzzLyyLxx  
 где L  – ха-

рактерный масштаб изменения плотности 0  по горизонтали; h  – характерный масштаб 

изменения 0  по вертикали (например, ширина термоклина). В безразмерных координа-

тах система (2) будет иметь следующий вид (звездочка в индексе далее опускается): 

0)()( 00
2

0
1

0

122

2

2
2 
























z
W

y
U

x
U

g
W

z

W
,                    (3) 

0
2

1 





xz

W
U ,       0

2

2 





yz

W
U ,            1

L

h
,         

h

g
g 1 . 

Асимптотическое решение (3) ищется в виде, типичном для метода геометрической оптики, 
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где функции ),( yxS  и вектор-функция mm ,V  = 0, 1… подлежат определению. В даль-

нейшем, как правило, ограничиваются нахождением только главного члена этого асим-

птотического разложения для вертикальной компоненты скорости ),,(0 yxzW . Из двух 

последних уравнений (3) можно получить 
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Приравнивая члены порядка O(1), можно получить уравнение для определения 

функции ),,(0 yxzW , имеющее вид  
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0

12 ),,(  – частота Брента–Вяйсяля, зависящая от вертикальной и гори-

зонтальных координат. Как известно, основная краевая вертикальная спектральная зада-

ча внутренних волн (4) имеет счетный набор собственных функций nW0  и собственных 

чисел nn SyxK ),,( . В дальнейшем функции ),,(0 yxzW n , ),,( yxKn  предполагаются 

известными; индекс n  следует опускать, считая все выкладки относящимися к отдельно 

взятой волновой моде [7–9, 15]. 

Для нахождения функции ),( yxS  будем иметь уравнение эйконала: 

    ),(// 222
yxKySxS  . Начальные условия для эйконала S в плоском случае за-

даются на некоторой линии )(),(: 00  yxL , )(),( 0  SyxS
L

. Для решения уравнения 

эйконала строятся лучи, т.е. характеристики этого уравнения, имеющие вид  
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где  dySqxSp ,/,/  – элемент длины луча. Начальные условия 0p  и 0q  для 

решения (5) определяются из системы: 
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решение которой и начальные условия )(),(),(),( 0000  qpyx  определяют луч 

),(),,(  yyxx . После нахождения лучей эйконал S определяется интегрирова-

нием вдоль луча:  



0

0 ),(),,()( dyxKSS . 

Собственная функция ),,(0 yxzW  определяется с точностью до умножения на про-

извольную функцию ),(0 yxA : ),,(),(),,(
000 yxzfyxAyxzW  , где ),,(

0
yxzf  – решение 

основной вертикальной спектральной задачи с нормировкой 

 

H

dzyxzfyxzN
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22 1),,()),,(( . Тогда вдоль характеристик эйконала, после достаточ-

но громоздких аналитических выкладок можно получить закон сохранения в виде 
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d

d
, где ),( yxI  – геометрическая расходимость лучей (характери-

стик). Отметим, что поток волновой энергии пропорционален RKA 12

0


, где R  – ширина 

элементарной лучевой трубки; поэтому в данном случае сохраняется величина равная 

потоку волновой энергии, деленной на модуль волнового вектора [10–11]. 

Дальние поля ВВ в реальном океане представляют собой, как правило, негармони-

ческие волновые пакеты. Действительно, вдали от источников возмущений полное вол-

новое поле есть сумма отдельных волновых мод, асимптотики которых, в зависимости 

от стратификации, глубины и других параметров океана, выражаются через функции 

Эйри или интегралы Френеля [7–9, 16]. Поэтому для изучения задачи об эволюции не-

гармонических волновых пакетов в плавнонеоднородной по горизонтали и нестационар-

ной стратифицированной среде необходимо использовать другой анзац (anzatz (нем.) – 

вид решения) [10–12]. 
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Введем медленные переменные ttyyxx   ,,  (по z медленности изме-

нения не предполагается, далее звездочку в индексе опускаем), где 1/  L  – малый 

параметр, характеризующий плавность изменения среды по горизонтали (   – характер-

ная длина волны, L  – масштаб горизонтальной неоднородности). Тогда система (2) для 

определения компонент скорости ),,( 21 WUU  в этих медленных переменных будет иметь 

следующий вид: 
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Далее рассмотрим суперпозицию гармонических волн (в медленных переменных 

tyx ,, ):   
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),,(exp),,,()( , где функции ),,( yxSm   

предполагаются нечетными по   и 


/min S  достигается при 0  (для всех x  и y). 

Подставляя это представление в (6), можно убедиться, что функция ),,,( yxzWm   при 

0  имеет полюс m-го порядка. Поэтому модельными интегралами, или фазовыми 

функциями )(mR , для отдельных слагаемых асимптотических рядов будут следующие 

выражения:     
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, где контур интегрирования обхо-

дит точку 0  сверху, чем обеспечивается экспоненциальное затухание функций 

)(mR  при 1 . Функции )(mR  обладают следующим свойством: )(
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при этом )()(0  iAR , )()(1  AiR , duuAiR 




 )()(2  и т.д. Очевидно, исходя из со-

ответствующих свойств интегралов Эйри, можно заключить, что функции )(mR  связа-

ны между собой следующими соотношениями: 0)()( 11  RR , 

0)()(2)( 1
2

03  RRR . В качестве модельных интегралов )(mR , описывающих 

дальние поля ВВ в глубоком океане, могут использоваться следующие выражения [7–9]: 

  )(Re2/expRe)(
0

2

0  


dtititR , причем функции )(mR  связаны рекуррент-

ными соотношениями: 0)()(2)( 213   RiRiR , 0)()( 01  RiR . 

Исходя из вышеизложенного, а также из структуры первого члена равномерной 

асимптотики (волны Эйри или Френеля) в стратифицированном однородном по гори-

зонтали океане, решение системы (6) (для отдельно взятой волновой моды, опуская да-

лее индекс n ) можно искать в виде 

 )(),,,()(),,,()(),,,( 22

2

1100

0 RtyxzWRtyxzWRtyxzWW aa
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  )(),,,()(),,,()(),,,( 32

1
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1 RtyxzRtyxzRtyxz aa
UUUU , 

где U  – вектор горизонтальной скорости ВВ, аргумент фазовой функции 

  aa
atyxS  /),,(  считается порядка единицы. Данное разложение согласуется с об-

щим подходом метода геометрической оптики и пространственно-временнóго лучевого 
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метода  и является его обобщением для изучения динамики дальних полей ВВ в неодно-

родном по горизонтали океане. 

Отметим также, что из подобной структуры решения следует, что в неоднородной 

по горизонтали и нестационарной среде решение будет зависеть как от «быстрых» (вер-

тикальная координата), так и от «медленных» (время и горизонтальные координаты) пе-

ременных. Как правило, ищется решение в «медленных» переменных, при этом те 

структурные элементы решения, которые зависят от «быстрых» переменных получаются 

в виде интегралов от некоторых медленно меняющихся функций вдоль пространствен-

но-временных лучей. Данный выбор решения позволяет описать равномерную асимпто-

тику полей ВВ, распространяющихся в стратифицированных средах с медленно меняю-

щимися параметрами, верную как вблизи, так и вдали от волновых фронтов отдельной 

волновой моды. Если необходимо описать поведение поля только вблизи волнового 

фронта, то можно использовать один из методов геометрической оптики – метод «бегу-

щей волны», а также слабодисперсионное приближение в виде соответствующих ло-

кальных асимптотик и искать представление для аргумента фазовых функций   в виде: 

 atyxtSyxt )),,()(,,( ; здесь функция ),,( yxtS  описывает положение волнового 

фронта и определяется из решения уравнения эйконала: ),,(22 tyxcS  , где ),,( yxtc  – 

максимальная групповая скорость ВВ соответствующей волновой моды, т.е. первый 

член разложения дисперсионной кривой в нуле. Функция ),,( yxt  (второй член разло-

жения дисперсионной кривой) описывает пространственно-временную эволюцию ши-

рины импульса негармонических волн Эйри или Френеля и будет тогда определяться из 

некоторых законов сохранения вдоль характеристик уравнения эйконала, конкретный 

вид которых определяется физическими условиями задачи. 

Асимптотики дальних полей ВВ в океане переменной глубины. Рассмотрим за-

дачу о дальних полях ВВ, распространяющихся в стратифицированном океане перемен-

ной глубины. В линейном приближении и приближении Буссинеска имеем [7–9, 17–19] 
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где 

















y
,

x
 , ),( 21 uuu   – вектор горизонтальных скоростей, w  – вертикальная 

компонента скорости. В качестве граничных условий на поверхности используется ус-

ловие «твердой крышки»: 0w , на дне ),( yxHz   имеем условие непротекания:

)0(0  zw , ),( yxHuw  ,  ),( yxHz  . Далее рассматривается океан с параметром 

const/ln)( 0

2  dzgdzN , сверху ( 0z ) ограниченный «твердой крышкой» ( 0w ) и 

дном )(yHz  , где выполняется условие 02  u
dy

dH
w . Эти предположения могут 

быть использованы для исследования дальних полей ВВ в определенных районах Миро-

вого океана [20–22]. 

Введем характеристический вертикальный масштаб M , тогда 1/ 12  gMN , в 

реальном океане 
231 1010~   . Действительно, если частота Брента–Вяйсяля и глуби-

на дна постоянны, имеем 22

max

2221 // ccgHHN  , где gHc   – скорость длинных 

поверхностных волн, a  /max NHc  – максимальная групповая скорость ВВ. В реаль-

ном океане 100~c , 1~maxc м/с. Далее предполагается, что функция )(yH  – гладкая, 

плавно меняющаяся функция, имеющая не более одного минимума. Плавность измене-

ния )(yH  означает, что отношение горизонтального масштаба L  изменения )(yH  и 
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вертикального масштаба M  характеризуется величиной 1 ML , что фактически 

означает малый наклон дна. Эти приближения, а именно постоянная стратификация 

32 1010  N  
1c , рельеф дна с уклоном не более 10, также могут быть применены 

для описания параметров реального океана [19–22]. 

Решение системы (7) для вертикальной скорости ищется в виде 

),()exp( yzWilxtiw  , где   – частота, l  – горизонтальное волновое число. Решения 

более общего вида в силу линейности задачи получаются суперпозицией полученных 

асимптотических представлений [2, 9]. В безразмерных переменных ,/ LxxR   

,/ LyyR   ,/ Mzz R   lMl R  , NR / , MLyHyh /)()(   (индекс «R» далее опуска-

ется) имеем  
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a . Если профиль дна линейный ( yyh )( ,  /1   наклон дна), задача 

(8) в нулевом приближении (т.е. граничное условие, принимающее на дне вид 0W  при 

)(yhz  ) имеет аналитическое решение:  nWW , 
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функция Макдональда мнимого индекса   [19, 23]. При нелинейном профиле дна реше-

ние (2) ищется в типичном для метода геометрической оптики виде: 
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Решение первого уравнения из (9) дает модовую структуру решения с дисперсионным 

соотношением 
)(

),(
2

222
2

yh

na
yn


 , ,...2,1n , и собственными функциями в нулевом при-

ближении (вертикальные моды):
)(

sin),(),,( 00
yh

zn
yAyzF nn


 , ,...2,1n  Тогда эйконал 

),( ySn  определяется из соотношения 2

2

2 ),( l
y

S
y n

n 











 . Амплитуда ),(0 yA n  на-

ходится из условия разрешимости второго уравнения из (9), которое требует ортого-
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нальности правой части этого уравнения и функции nF0 :
4 22222

00
0

)(

),(

lyhna

yB
A n

n




 , где по-

стоянная nB0  зависит от   и начального значения эйконала в какой-либо точке 

),(, 00 ySy n . Эйконал ),( ySn  определяется выражением dylyyS

y

y

nn 



 22 ),(),( , 

где 
y  – точка поворота, т.е. корень уравнения 22 ),( lyn  .  

Геометрическое место точек поворота определяет каустику, в окрестности которой 

происходит качественное изменение свойств дальних полей ВВ, а именно переход из 

области «света», т.е. области существования волновых полей, в область «тени», где эти 

поля экспоненциально малы. Решение в приближении геометрической оптики для от-

дельной волновой моды дальнего поля ВВ до точки поворота, т.е. в волновой зоне, име-

ет следующий вид: 








 


4
),(cos2 ySQW nnn ,    
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 .                   (10) 

За точкой поворота (в зоне экспоненциального затухания) это решение представи-

мо в виде 

 ),(exp  ySQW nnn .                                              (11) 

Равномерная асимптотика решения, применимая в окрестности точки поворота, 

представляется выражением 
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3
2 ySAiQySW nnnn ,                           (12) 

где )(xAi  – функция Эйри. Полученные результаты (12) при больших значениях аргу-

мента функции Эйри ),(  ySn  (вдали от каустики) совпадают с (10), (11) соответствен-

но. Таким образом, построенные решения (12) в наиболее общем виде описывают даль-

ние поля ВВ в стратифицированном океане переменной глубины. 

На рис.1 приведены результаты расчетов вертикальной скорости для двух типич-

ных профилей дна океана, отличных от линейного (плавно понижающийся склон и оди-

ночное возвышение), при 4.0 ; на рис.1, б, в – линий уровня первой ),(1 yzW  (а) и 

третьей ),(3 yzW  (б) волновых мод соответственно для модели медленно понижающего-

ся океанического склона. На рис.1, в представлены результаты расчетов линии уровня 

второй волновой моды ),(2 yzW  для модели одиночного подводного возвышения.  

Приведенные результаты, а также численный и асимптотический анализы для раз-

личных нелинейных профилей дна, характерных для реального океана, и параметров 

распространяющихся волн показывают, что существует несколько характерных случаев, 

описывающих качественно разное поведение полей. Если 0)0( h , то для любого   при 

заданном волновом числе l  существует точка поворота
y , присутствуют только захва-

ченные волны и дальние поля ВВ локализуются в относительно ограниченной 

  yy0  пространственной области. При этом общим правилом является то, что с 

увеличением номера волновой моды расширяется пространственная область, в которой 

существует система захваченных волн, т.е. точка поворота при увеличении номера рас-

пространяющейся волновой моды ВВ отодвигается дальше от берега.  
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Рис.1. Дальние поля ВВ над склоном (а, б) и одиночным возвышением (в). 

Объяснения в тексте. 
 

Если профиль океанического дна такой, что 0)0( h  и 0)( h , то существуют 

такие характерные значения частоты отсечки 1  и 2 , что волн с частотой 1  не 

существует. При 21   существует дискретный спектр, где каждой собственной 

частоте n  отвечает определенная захваченная волна и при 2  точек поворота нет, 

спектр по   непрерывен и присутствуют только прогрессивные волны, которые могут 

распространяться неограниченно по горизонтали (
 yy ). На рис.2 приведены графики 

зависимости точек поворота )(y для первой и второй мод соответственно. Профиль 

дна, использованный в расчетах, приведен на рис.1, в. 

Полученные численные результаты показывают, в частности, что при увеличении 

волновой моды прогрессивные волны существуют при меньших частотах распростра-

няющихся дальних ВВ. Поэтому далеко от одиночного подводного возвышения могут 

распространяться относительно низкочастотные волны более высоких мод или более 

высокочастотные ВВ низших мод. 
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Рис.2. Точка поворота для первой (а) и второй (б) мод. 

а – 1 = 0.44, 2 = 0.64; б –1 = 0.238, 2 = 0.384. 

 

Таким образом, в зависимости от формы дна и структуры стратификации морской 

среды могут проявляться различные особенности в параметрах дальних полей внутренних 

волн; в частности, существует эффект пространственно-частотного «запирания» волново-

го поля для реального океанического шельфа. В зависимости от частотных характеристик 

волнового поля и геометрии рельефа дна дальние поля ВВ или локализуются в некоторой 

ограниченной пространственной области (захваченные волны), или распространяются при 

отсутствии точек поворота на достаточно большие по сравнению с глубиной океана рас-

стояния (прогрессивные волны). Пространственная область, куда проникают прогрессив-

ные волны, полностью определяется наличием точек поворота, местоположение которых 

зависит от стратификации океана и неоднородностей рельефа дна. 

Асимптотики дальних полей ВВ в океане с нестационарными параметрами. 
Помимо горизонтальной неоднородности плотности и непостоянства глубины реальный 

океан характеризуются временнóй изменчивостью, поэтому исследование волновой ди-

намики нестационарных стратифицированных сред представляет особый интерес. Мето-

дом «бегущей волны» решена задача о распространении негармонических пакетов ВВ в 

нестационарных стратифицированных средах. В условиях реального океана частота 

Брента–Вяйсяля, определяющая основные характеристики ВВ, зависит не только от про-

странственных переменных zyx ,, , но и от времени t . Наиболее характерными видами 

изменчивости во времени являются поднятие и опускание термоклина, изменение его 

ширины и т.п. Существует несколько временных масштабов изменчивости гидрофизи-

ческих полей в океанах и морях: мелкомасштабная с периодами до десятка минут, мезо-

масштабная с периодами порядка суток, а также синоптическая и глобальная изменчи-

вости с периодами от месяцев до нескольких лет. В дальнейшем будем рассматривать 

распространение ВВ в нестационарных средах, параметры которых имеют период изме-

нения сутки и более, что позволяет использовать приближение геометрической оптики 

[3, 4, 6, 24]. 

Система линеаризованных уравнений гидродинамики, когда невозмущенная плот-

ность 0  зависит от переменных z и t, сводится к одному уравнению, например для вер-

тикальной компоненты скорости w, которое имеет следующий вид [2, 3, 5, 7–9]: 
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Пренебрегая членом с z /ln 0 , получим уравнение в приближении Буссинеска 
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Кажется естественным пренебречь и членом с t /ln 0 , что соответствовало бы по-

следовательному применению гипотезы Буссинеска, которая заключается в том, что плот-

ность, характеризующая инертную массу среды, может считаться постоянной. Тогда 

0),(2

2

2

2

2


















wtzNw

zt
.                                         (13) 

Полученное уравнение отличается от обычного уравнения внутренних гравитаци-

онных волн в стационарной среде только параметрическим вхождением времени t  в 

частоту Брента–Вяйсяля. Решение (13) ищется в виде суммы волновых мод, каждая из 

которых распространяется независимо от других (адиабатическое приближение) и рас-

сматривается отдельно взятая волновая мода (индекс n опускается). Далее будем интере-

соваться только пространственной областью вблизи волнового фронта: рассматривается 

время t, близкое ко времени прихода фронта волны, обозначаемого в дальнейшем через 

 , т.е. используется приближение слабой дисперсии [7–9, 11]. 

Рассмотрим далее, например, негармоническую волну Эйри, распространяющуюся 

в слое стратифицированной среды 0 zH  с частотой Брента–Вяйсяля ),(2 tzN . Бу-

дем искать решение (13) с граничными условиями Hzw  ,0,0  в виде 
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где ,3/2p  ),,( yx   ),()(1 
 mm FF )()(0  iAF  – производная функции Эйри, 

аргумент которой 
pyxtyx  )),()(,(  порядка единицы. Функция   описывает 

положение волнового фронта, функция   – эволюцию ширины волны Эйри, малый па-

раметр   характеризует «медленные переменные». Так как нас интересуют только 

«медленные времена» t , близкие ко времени прихода волнового фронта  , то все 

функции, стоящие перед функциями mF , представляются в виде тейлоровских рядов по 

степеням 
pt  . Представим ),(2 tzN   в виде разложения 

)()(
),(

),(),( 2
2

22 pOt
zN

zNtzN 



 . Подставляя это разложение в (13) и при-

равнивая члены при одинаковых степенях  , получим при 
p  

0),,,(),(
),,,( 22

2

2





zyxAzN

z

zyxA
,    ),0(0 HzA  ,          (14) 

где )y/,x/(  . Собственную функцию задачи (14) удобно представить в виде 

),(),(),,,(  zfyxzyxA , где ),( zf  удовлетворяет условию нормировки: 






0

22 1),(),(
H

dzzfzN . Собственные функции ),( zf  и собственные числа  )(  

задачи (14) предполагаются известными; тогда для определения   имеем уравнение эй-

конала: )(222
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. Соответствующая характеристическая система 

для данного уравнения данного эйконала имеет вид 
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где )()( 1  c  – максимальная скорость длинных ВВ. Волна Эйри возникает, напри-

мер, при движении точечного источника массы в стратифицированном океане конечной 

глубины. Предположим далее, что источник возмущений движется в положительном 

направлении оси x  со скоростью V  на глубине 0z . В качестве параметра интегрирова-

ния системы (15) берется эйконал  . Решением системы (15) является однопараметриче-

ское семейство функций ),( 0x , ),( 0y , ),( 0r , ),( 0q , причем первые две опреде-

ляют на плоскости yx,  луч, 0  – начальный эйконал, или время выхода луча из источ-

ника. Пусть в момент времени 0  источник находится в точке   )0,()(),( 000  Vyx ; 

тогда для определения функций )( 0r , )( 0q  получим следующую систему уравнений: 

)()()( 0

2

0

2

0

2  cqr ,                                                             (16) 
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0

0

0
0

0
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q

d

dy
r

d

dx
.                                                    (17) 

Уравнение (16) есть уравнение эйконала в момент времени 0 , уравнение (17) 

получается путем дифференцирования начального эйконала ),(0 yx  по 0 . Из (16), (17) 

находим функции )( 0r , )( 0q , отношение которых )(/)( 00  rq  определяет тангенс уг-

ла между лучом, выходящим в момент времени 0  из точки )0,( 0V , и осью x . Тогда 

начальные данные для системы (15) будут следующие: ,)( 00  Vx  ,/1)( 0 Vr   

,0)( 0 y  
2

0

2

0 )()(   Vcq . Решая систему (15) с начальными данными, получим 

уравнения лучей: 
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00 dttc
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0

)()()(),( 2

0

2

00 dttcVccy . От-

сюда следует, что лучи – это прямые линии, наклон которых зависит от времени выхода 

луча 0 . При фиксированном значении   имеет фронт волны, при фиксированном зна-

чении 0  – луч, и, обращая эти уравнения, найдем: ),( yx , ),(00 yx .  

Как было показано выше, осо-

бенности рельефа дна могут приводить 

к появлению каустик и наличию про-

странственных областей, где дальние 

волновые поля ВВ имеют качественно 

разные характеристики. При переходе 

через каустику волновые поля меняют 

свое качественное поведение и описы-

ваются различными асимптотическими 

разложениями. Рассмотрим далее сле-

дующее модельное изменение частоты 

Брента–Вяйсяля во времени, которое 

может описать наблюдаемую изменчи-

вость частоты плавучести в реальном 

океане: ))sin(1()( 0 tNtN  , 

,05.0 1
0 сN

  с
10005.0  , 2.0  

[4, 24]. На рис.3 представлены резуль-

 
 

Рис.3. Лучи и каустики в нестационарном 

океане. 
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таты расчетов лучей (обычные линии) и каустик (утолщенные линии) для этой модели 

нестационарности океанических параметров.  

Как известно, каустика с геометрической точки зрения есть огибающая семейства 

лучей, или характеристик, вдоль которых строится асимптотическое решение, и каждой 

точке каустики соответствует определенный, касающийся ее луч. Общее правило заклю-

чается в том, что простая каустика семейства лучей отделяет область пространства, куда 

лучи данного семейства не попадают, от области, в каждую точку которой приходит два 

луча: один, уже коснувшейся каустики, другой – только приближающийся к ней. Фор-

мальные лучевые разложения, а также их модификации вблизи каустических поверхно-

стей становятся неприменимыми, так как в этой области лучи сливаются друг с другом, 

отражаясь от поверхностей [10–12]. 

Асимптотики дальних волновых полей ВВ вблизи каустических поверхностей опи-

сывают качественное изменение свойств этих полей; кроме того, стандартные формаль-

ные приближения геометрической оптики, а также их модификации становятся непри-

менимыми вблизи каустических поверхностей, и для того чтобы найти волновое поле 

ВВ вблизи каустики, необходимо строить специальные разложения решений с использо-

ванием метода эталонных интегралов. Кроме того, при отражения, или рефракции, ис-

кривленных лучей от каустики  дальние поля ВВ претерпевают скачки фазы, которые, 

естественно, могут происходить только в области, где стандартные методы геометриче-

ской оптики неприменимы. Очевидно, что если лучи касаются каустики неоднократно, 

то дополнительные фазовые сдвиги будут складываться. Сдвиг фазы на каустике, конеч-

но, мал по сравнению с геометрическим набегом фазы вдоль луча, тем не менее этот 

сдвиг может существенно сказаться на интерференционной картине дальних полей ВВ 

[10–12, 1719]. 

Для того чтобы иметь выражения для полей ВВ в декартовых координатах ),( yx , 

необходимо разрешить уравнения лучей относительно функций ),( yx , ),(00 yx . 

Вдали от каустики уравнения лучей однозначно разрешимы при условии отличия яко-

биана перехода от лучевых координат к декартовым от нуля: 












0

0)(
)(

1)(
)(),(

0

22
0

0
0

22

0 duuc
cVd

dc
cVJ . Отметим, в частности, что яко-

биан равен нулю (при 0 ) только в случае 0
)(

0

0 




d

dc
. Явное выражение )( 0 можно 

получить из уравнения 0),( 0 J  при помощи стандартных численных процедур. То-

гда геометрическое множество точек в плоскости ),( yx , где якобиан равен нулю, опре-

деляют каустику; это множество определяется из уравнения лучей подстановкой вместо 

  значения )( 0 :  00 ),(  xx  00),(  yy . Поэтому существует такое значение 

miny , что при minyy   якобиан обращается в ноль. 

Численные и качественные оценки для временнóй изменчивости параметров, ха-

рактерной для морских условий, показывают что эта величина составляет 
5

min 10y м. 

Однако на таких расстояниях дальние поля ВВ имеют амплитуду примерно в 30 раз 

меньше поля при 
310y м. Таким образом, в области 

53 1010  y м якобиан не равен 

нулю и уравнения лучей однозначно разрешимы, а на расстояниях 
510y м волновые 

поля настолько малы, что можно не учитывать особенности поведения дальних полей 

ВВ вблизи каустик. Поэтому на расстояниях от 1 км до нескольких десятков километров 

для расчета дальних полей ВВ в нестационарном океане можно использовать стандарт-

ную лучевую технику. 
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Для определения амплитудной функции   имеем следующий закон сохранения 

вдоль характеристик: const
4

32




 Ic
, где геометрическая расходимость лучей I  связана 

с якобианом J  посредством соотношения cIJ  . На характеристиках эйконала для оп-

ределении функции   получаем уравнение Бернулли: )(
)(

)(

1 4 
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dttctacyx . Для прямолинейного и равномерного движения то-

чечного источника массы можно определить константу в правой части уравнения закона 

сохранения для функции  . Ее значение находится из задачи с постоянной во времени 

частотой Брента–Вяйсяля, если исходить из принципа локальности. При этом предпола-

гается, что на типичных временных интервалах, для которых верна равномерная асим-

птотика дальнего поля ВВ в стационарном океане, его параметры можно считать неиз-

менными во времени [7–9, 11]. В этом случае функцию, стоящую в правой части урав-

нения закона сохранения для функции  , можно вычислить, предполагая локальное по 

времени постоянство параметров океана. Окончательно первый член асимптотического 

представления вертикальной скорости w  волны Эйри при движении точечного источни-

ка массы в нестационарном океане имеет следующий вид: 

)(
),(

),(
),(

))()(,()(2

),(),()( 3/4

3/2

0

00

4/1

0

222/12/3

2

0

2/5






















 O

yxt
yxiA

z

zf

cVyxRc

zfyxc
w . 

 

  

Рис.4. Эволюция во времени дальних полей ВВ в нестационарном океане  

при изменчивой частоте Брента–Вяйсяля (а) и наоборот (б). 

 

На рис.4 представлены результаты расчетов первой моды вертикальной скорости 

ВВ в неподвижной системе координат, скорость источника возмущений 3 м/с, интервал 

времени 2 ч. При отсутствии изменчивости частоты Брента–Вяйсяля во времени волно-

вая картина в данном пространственно-временнóм окне была бы стационарной. 
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*** 

Таким образом, имеем следующую общую схему расчета дальних полей ВВ в не-

однородных и нестационарных произвольно стратифицированных средах: 

 для произвольного распределения частоты Брента–Вяйсяля решается основная 

вертикальная спектральная задача ВВ и определяются соответствующие нормирован-

ные собственные функции и собственные числа; 

 численно, например методом Рунге–Кутта, решаются характеристические сис-

темы с соответствующими начальными условиями; 

 после нахождения характеристик (лучей) эйконал (значение фазы) фазовых 

функций определяется численным интегрированием вдоль этих лучей; 

 геометрическая расходимость лучевых трубок определяется, например, числен-

ным дифференцированием близко расположенных характеристик; 

 амплитуда ВВ вычисляется из уравнения соответствующих законов сохранения 

вдоль лучей (характеристик), где правая часть равенств определяется с помощью прин-

ципа локальности, т.е. предполагается, что на расстояниях порядка нескольких толщин 

слоя и при некоторых характерных временных интервалах параметры среды можно 

считать локально постоянными по времени и неизменными по горизонтали. Таким об-

разом, на этих пространственно-временных масштабах предполагается, что стратифи-

цированная среда является локально однородной, стационарной и произвольно зависит 

от вертикальной координаты. В этом случае функцию правой части уравнения соответ-

ствующих законов сохранения можно вычислить, предполагая локальное постоянство 

глубины и плотности с «замороженными» по горизонтали и времени параметрами. 

Построенные асимптотические решения, описывающие дальние поля ВВ в неодно-

родных и нестационарных стратифицированных средах, являются равномерными и по-

зволяют вычислять ВВ как вблизи, так и вдали от особых точек: волновых фронтов и 

каустик. Универсальный характер данных асимптотических методов моделирования 

дальних полей ВВ позволяет эффективно рассчитывать волновые поля и, кроме того, ка-

чественно анализировать полученные решения. Тем самым открываются широкие воз-

можности анализа волновых картин в целом, что важно и для правильной постановки 

математических моделей волновой динамики, и для проведения экспресс-оценок при на-

турных измерениях волновых полей в морской среде. 

Требование медленности, по сравнению с характерными длинами (периодами) ВВ, 

изменения параметров океана по горизонтали (времени) являются необходимым услови-

ем применимости данного метода. Эти условия, однако, не могут быть использованы для 

формулировки достаточных условий применимости этого метода. Очевидно, что для 

оценки погрешностей метода надо использовать результаты более точных, чем про-

странственно-временнóй лучевой метод, аналитических подходов, однако в силу суще-

ственных математических трудностей это не представляется возможным. Имеющиеся в 

настоящее время аналитические методы исследования динамики ВВ в стратифициро-

ванных неоднородных и нестационарных средах весьма ограничены и не позволяют 

оценить погрешность использования метода геометрической оптики для реальных сред. 

В большинстве случаев нет точных аналитических решений, а известные строгие реше-

ния могут лишь дать указание о возможной величине ошибки для типичных случаев. 

Эти же указания о величине погрешности пространственно-временнóго лучевого  метода 

можно получить из сравнения получаемых асимптотических результатов с приближен-

ными, но более общими, чем лучевые, решениями основных волновых задач. Поэтому 

корректность использования пространственно-временнóго лучевого метода и получае-

мых с его помощью результатов необходимо рассматривать в контексте непротиворечи-

вости теоретических результатов данным натурных измерений. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты №11-01-00335, №12-05-93086). 
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